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A d Noi vom incepe studiul geomet- 
e 


: سیم‎ riei cu planimetria. Planimetria es- 
» a te un compart ment al 
"aid in care se studiază 
Fig. 3 plan. 


i. PUNCTUL SI DREAPTA 


Figurile geometrice fundamentale pe plan sînt punctul 
dreapta. Punctele si dreptele se trasează pe desen cu un 
creion bine ascuţit. Pentru cor isir uirea dreptelor se folo- 
1 
A 


seşte rigla. De obicei punctele se notează cu lit latine 
mari: A, B, C, D, ... . Dreptele se notează cu litere latine 


In figura 3 sint dáte punctul A şi dreapta a. 


2. PROPRIETĂȚILE FUNDAMENTALE 
DE APARTENENȚĂ A PUNCTELOR ȘI DREPTELOR 


poate spune, de asemene 

tei a sau că dreapta 
Punctul B este 

dreapta a. Punctu 


unctele 


ta b. Dreptele a sĩ b 


C este fie a drep 
In 1 se 

o dreaptă care trece prin do 
rn 


rmátoarele douá proprietáti se numesc proprietáfi 
fundamen t ale de apartenență a punctelor si drepte- 
lor pe plan: 


există puncte ce aparțin acestei 


ate duce o dreaptă si nu- 
ma 
nota prin două puncte, situate pe ea. 
De exemplu, dreapta a Md figura 4 poate fi notatá prin AC, 
iar dreapta b poate îi notată prin BC. 
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2) Z (ac) = 100%, Z (cb) =90°? 
29. Semidreapta c trece între laturile unghiului (ab). Care 
unghi e mai mare: Z (ab) sau Z (ac)? De ce? 
30. Semidreapta c trece între laturile unghiului (ab) egal 
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că unghiul meg 
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unghiuri sint de asemene: 


ciica 
spunem că dreptele se 


Două drepte se numesc pe 
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a Grepteior 


Dre 


SU. و‎ 


perpendiculară: pe cea dată 


extremități punctul lor de inter- 


mentului se numeste 


mei 2.1, conchidem ci ile (a,b) si (azb 


a 1111 0 
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complet ghiurile 


mm... 


| 
| 


la vîrf. Deoarece unghiurile d 


secția a două d 


deoarece s 


iar suma unghiurilor megieşe este 
1 


egală cu 180. Deci, ele sint opuse 


la virf sint egale si conform condi- 
J, fieca- 


fiei 
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loilea e imposibil i 
le nu depăşeşte 180. e al 


Problemă (20). Afiat 
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S ETAT: N/A 
urile DCA 


„are unghi se numeșt 
Demonstra(i: unghiul megi 
asemenea un unghi drept. 

Care unghiuri se numesc opuse la vîrf? 

Demonstraţi: unghiurile opuse la vîrf sint egale. 
Demonstraţi: dacă la intersecția a două drepte un unghi 
este drept celelalte irei unghiuri sînt de asemenea drepte. 
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lează in punctul O care este mijlocul fiecăruia din ele. Cu 
ce este egal segmentul BD, dacă segmentul AC—10 m? 
tezolvare. Triunghiurile AOC şi BOD sint egale 
conform criteriului întîi de egalitate a triunghiurilor (fig. 37). 
Ele au unghiurile AOC şi BOD egale ca unghiuri opuse ia 
| viri, iar OA—OB şi OC—OD, deoarece punctul O este mij- 
| locul segmentelor AB şi CD. Din egalitatea triunghiurilor 
| AOC și BOD rezultă egalitatea laturilor lor 


AC şi BD. Dar 
| deoarece conform condiţiei problemei AC= 10 m, avem BD= 
10 m. 


16. CRITERIUL AL DOILEA DE EGALITATE 
A TRIUNG 


: HLURILOR 
3.2 


Teorema (criteriul de egalitate a 


după o latură Si unghiurile alăturate si) Dacă o lat 
unghiurile aláturate ei ale unui triunghi sint egale- respec- 


tiv cu o latură si unghiurile alăturate 


kc de triunghiz 


ei ale altui triunghi 
"ur 
Demonstraţie. Fie ABC si ABC, două triunghiuri 
în care e AB AB. 38). Sá de- 
monstrăm că să demon- 
străm că 


triunghiurile 


A C=A¡:Ct, BC= B, Ci si 


axiomei de existență 
el dat există un triunghi روم و۸۱۳‎ 
virful 
C» Si 


Conform a unui triunghi egal cu 
egal cu triunghiul ABC, 
B» al căruia e situat pe semidreapta A,B,, iar vîrful 


vîrful C, sînt situate în acelaşi semiplan în raport 


cu dreapta A,B,. Deoarece A4,B5—4A,B,, vîrful B, coincide 
cu vîrful Bì. întrucît ZBAC2= Z BAC, şi Z AB, ون‎ 


ZLABC,, conform axiomei de depunere a unghiurilor, se- 
midreapta A.C, coin- 
cide cu semidreapta C 


C, Ca 


ACs, iar 
ta BC, 


semidreap- 
coincide ctf 


midi apta B.É:. 
De ai rezultă că A 
Virlul ( coincide cu 
virlul C, 
" < 
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onstra 1-6. EC -Z v In fi- 144 ی‎ = 3 1 ; 
zs o latura opusă a triunghiului. In figura 41 vedeţi două 
care Z A-—7.D (vez ۲, 39) EA Ev ۴ ` RTS و‎ AL S. e s 
Š / iiuri în care sînt duse înălțimile din virfurile B si Bj. 
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Fig. 43 Fig. 44 


Se numeşte bisectoare a triunghiului dusă din vîrful dat 
segmentul bisectoarei unghiului triunghiului care unește 
acest vîrf cu punctul de pe latura opusă (fig. 42). 

Se numeşte mediană a triunghiului dusă din vîrful dat 
segmentul care unește acest virf cu mijlocul laturii opuse 
a triunghiului (fig. 43). 

Teorema 3.5. Într-un triunghi isoscel mediana dusă 
la bază este bisectoare şi înălțime. 

Demonstraţie. Fie ABC un triunghi isoscel cu ba- 

za AB (iig. 44). Fie CD mediana dusă la bază. Triunghiuri- 

le CAD şi bab sint egale conform criteriului intii de ega- 
litate a triunghiurilor. (Ele au laturile AC si BC egale, 
fiindcă triunghiul ABC este isoscel. Unghiurile CAD si CBD 
sînt egale conform teoremei 3.3. Laturile AD si BD sint 
egale, deoarece D este mijlocul segmentului AB.). 

Din egalitatea triunghiurilor rezultá egalitatea unghiu- 
rilor: ZACD= 2Z BCD, Z.ADC-— Z.BDC. Deoarece unghiurile 
ACD si BCD sint egale, CD e bisectoare. Intrucit unghiurile 

RM si BDC sint unghiuri megieşe si egale, ele sînt drep- 

„de aceea CD esie înălțime a triunghiului. Teorema e de- 

monstratá. 


38 


Problemă (27). Demonstrati că bisectoarea unui tri- 
unghi isoscel dusă din vîrful opus bazei este mediană si 


înălțime. 


Rezolvare. Fie ABC un triunghi isoscel cu baza AB 
$i bisectoarea CD (vezi fig. 44). Triunghiurile ACD şi BCD 
sînt egale conform criteriului al doilea. yis ste triunghiuri 


le ca laturi laterate ale tr iunghiu- 
de la vîrful C sînt egale, fiindcă 
unghiului ACB, iar Si d de la 
e ca unghiuri de la baza triun- 


isoscel ABC.). | Din egalitatea triunghiurilor rezultá 
| laturilor AD si BD. Deci, CD este mediana triun- 


ABC. Coní 


orm teoremei 3.5 ea este si înălțime. 


19. CRITERIUL AL TREILEA 
A TRIUNGHIURILOR 


de egalitate a triunghiurilor 
laturi ale unui triunghi sînt 
ale altui triunghi aceste triun- 


Demo nstr alic. Fie ABC si A,B,C, două triunghiuri 
care au AB=A;B,, AC-—4A,C, BC=B\C, (fig. 45). Sá de- 

onstrám că aceste triunghiuri sînt egale. 
1 axioma de existență a unui triunghi, egal cu cel 
dat, există un triunghi 4,B,C; egal cu triunghiul ABC al 
cărui virf Cə e situat cu vîrful C, într-un semiplan în ra: 
port cu dreapta A.B, (fig. 45). 

upiinem cá vîrful Cə nu aparţine nici semidreptei 

AC, nici semidreptei B,C,. Fie D mijlocul segmentului C,C; 
l'riunghiurile  A.C.C> Si 


DB, C, C; sint isoscele cu ba- C 

à cot i CC Conform 

teoremei 3.5  medianele 

lor AD şi B.D sînt înăl- 

(imi. Deci, dreptele A,D sĩ 

| it perpendiculare A tứ " 

p ta CiCs. Dar ace- 

ita e posibil, deoa- Fig. 45 
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Fig. 47 


ren distanța dintre ele alegem un punct C din care pu- 

tem ajunge după drepte şi în punctul A, si în punctul B 
V aceste puncte. Jalonám* distanțele 

AC si BC, le prelungim dincolo de punctul C si m: 

rám CD=AC si EC=CB. Atunci segmentul ED este egal 

cu distanța căutată. Explicati de ce. 

Pentru a măsura pe teren distanța dintre două puncte 


E 
i 


A si B, unul (punctul A) fiind inaccesibil, jalonăm di- 


recția „segmentului AB (fig. 48) si pe prelungirea lui 
măsurăm un segment arbitrar BE, Alegem pe teren un 
punct D din care se vede punctul A Si se poate ajunge 
la punctele B si E. Jalonăm.dreptele BDQ şi EDF Şi 
măsurăm ED=DE şi DQ=BD. Mergem apoi pe dreapia 
FQ, privind la punctul A, pînă găsim punctul H care e 


H 
situat pe dreapta AD. Atunci segmentul HQ este egal 


cu distanţa căutată. Dernonstrali. 

Segmentele AB şi CD se intersectează în punctul O. De- 
monstrați egalitatea triunghiurilor ACO şi DBO dacă 
se ştie că unghiul ACO este egal cu unghiul DBO şi 
BO= CO. 

Segmentele AC şi BD se intersectează în punciul O. De- 
monsira[i egalitatea triunghiurilor BẢO si DCO, dacă 
se ştie cá ungiiiul BAO estie egal cu unghiul DCO şi 
AO0O= CO. 


10. Perimetrul (suma lungimilor laturilor) unui triunghi 
isoscel este egal cu 1 m, iar baza este egală cu 0,4 m. 
Aflaţi lungimea laturii laterale. 

E ; ی‎ ute 

1i. Perimetrul unui triunghi isoscel este egal cu 7,5 im, 
iar latura laterală este egală cu 2 m. Ailafi baza 

42. Perimetrul unui triunghi isoscel este egal cu 15,6 m. 
* Marcăm pe teren o direcţie prin jaloane. 

48 


18. 


19 


20. 


21. 


22 


bj 


23. 


Aflaţi laturile lui dacă: 1) baza e cu 3 m mai mică de- 
cît latura laterală; 2) baza e cu 3 m mai mare decit 
latura laterală. 

Demonstrati că într-un triunghi echilateral toate un- 
ghiurile sînt egale. 

Formulați si demonstra{i teorema reciprocă afirmației 
problemei 13. 


- Pe laturile AC şi BC ale triunghiului ABC s-au luat 


punctele C, si C». Demonstrati, că triunghiul ABC este 
isoscel, dacá triunghiurile ABC, şi BAC, sint egale. 
Triunghiurile ACC, şi BCC, sînt egale. Virfurile lor A 
şi B sint situate de diferite părți ale dreptei CC,. De- 
11101181۲211 că triunghiurile ABC şi ABC, sînt isoscele. 
Demonstrați că mijlocurile laturilor uniu triunghi isoscel 
sînt virfuri ale unui triunghi de asemenea isoscel. 
Demonstraţi că „mijlocurile laturilor unui triunghi echi- 
lateral sint virfurf ale unui triunghi de asemenea echi- 
lateral. 

Demonstraţi cá într-un triunglif isoscel: 1) bisectoarele 
duse din virfurile de la bază sînt egale; 2) medianele 
duse din aceleaşi virfuri sînt egale. 

Demonstra(i cá în triunghiurile egale ABC si A.BIC:: 
1) medianele duse din virfurile A şi A, sînt egale; 2) bi- 
sectoarele duse din virfurile A şi A, sînt egale. 
Punctele A, B, C, D se află pe o dreaptă Si mijlocul 
segmentelor AB şi CD este comun. Demonstraii cá da- 
cá triunghiul ABE este isoscel cu baza AB triunghiul 
CDE este de asemenea isoscel cu baza CD. 

Demonstraţi egalitatea triunghiurilor după un unghi, 
bisectoarea triunghiului dusă din vîrful acestui unghi 
$i o latură alăturată lui. 

In triunghiul isoscel ABC cu baza AC este dusă me- 
diana BM. Pe mediană este luat un punct D. Demon- 
strati egalitatea triunghiurilor: 1) ABD si CBD; 
2) AMD şi CMD: 

Demonstraji că triunghiul ABC este isoscel dacă: 1) me- 
diana BD este înălțime; 2) înălțimea BD este bisec- 
toare, 


5. Sînt date două triunghiuri isoscele cu baza comună. 


Demonstrati cá medianele lor duse la bază sint situate 
pe aceeaşi dreaptă. 

In triunghiul isoscel ABC cu baza AC e dusă mediaria 
BD. Aflaţi lungimea ei dacă perimetrul triunghiului ABC 
este egal cu 50 m, iar al triunghiului ABD — cu 40m. 
Demonstraţi cá bisectearea unui triuaghi isoscel dusă 
din vîrful opus bazei este mediană şi inaltime. 
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TEF ` mm 
lor interne de aceeași parte a secantei ale celeilălte perechi 
este de asemenea egală cu 189, iar unghiurile alterne in- 


afirmație. - 

Priviţi figura 50. Dacă unghiurile alterne interne Í si 2 
nt egale | 1 
megiese cu unghiurile 7 si 2 sînt de asemenea egale. Un 


hiec. | 
ghiurile l 


unghiurile alterne interne ở si 4 ca 


chiuri interne de aceeaşi par 


cantei. Deoarece unghiul 4 completează unghiu 
la 180%, iar unghiul 2 
lor ƒ şi 4 este egală cu A 

Teorema 4.2. Dacă unghiurile alterne interne sînt ega- 
le sau suma unghiurilor interne de aceeaşi parte a secantei 
este egală cu 180? dreptele sint ۵ . 60). 

D em onstratie. Admitem cá dreptele a si b for- 
meazá cu secanta AB unghiuri alterne interne egate. Presu- 
punem cá dreptele a şi ۵ nu sînt paralele: prin urmare, ele 
se intersectează într-un punct oarecare C (fig. 51). Pe pre- 
lungirea segmentului CB depunem segmentul BD egal cu 
segmentul AC. 

Triunghiurile CAB şi DBA sint ega 


y 


wo 
gz 
--» 
ea 
Đc 


e egal cu unghiul I, suma unghiuri- 


Ono 
10U. 


1 


e conform criteriului 
întîi de egalitate a triunghiurilor. Ele au latura comună 
AB, laturile AC şi BD sînt egale prin construcție, iar un- 
ghiurile CAB şi DBA sînt egale ca unghiuri alterne interne. 
Din egalitatea triunghiurilor rezultă egalitalea unghiurilor 
CBA şi DAB. 

Suma unghiurilor megieşe CBA şi DBA este egală cu 
180°. Iar suma unghiurilor DAB si CAB, egale cu. 
unghiuri, adică unghiul CAD este mai mic decît 180°. Am 


1 
1 


Fig. 52 


Teoremele 41 şi 42 exprimă criteriile de paralelism 
al dreptelor. 

Problemă (3). Sînt date dreapta AB şi punctul C 
care nu se află pe această dreaptă. Demonstrati cá prin 
punctul C se poate duce o dreaptă paralelă cu dreapta AB. 

Rezolvare. Dreapia AC împarte planul în două se- 
niplane (fig. 52). Punctul B e situat în unul din ele. De 
la semidreapta CA în celălalt semiplan depunem unghiul 
ACD egal cu CAB. Atunci dreptele AB şi CD vor fi para- 
lele. Într-adevăr, unghiurile BAC şi DCA sînt unghiuri al- 
terne interne pentru dreptele AB şi CD şi secanta AC. Şi 
deoarece ele sînt egale, dreptele 48 


şi CD sînt paralele în 
conformitate cu teorema 4.2. 


tății fundamentale a dreptelor paralele), ajungem la o con- 
cluzie importantă: printr-un punct care nu aparține dreptei 
date se poate duce o dreaptă paralelă cu cea dată si numai 
una singură. 

Teorema 4.3 (reciproca teoremei 4.2). Dacă două drep- 
fe paralele sînt intersectate de a treia dreaptă unghiurile 
alterne interne sînt egale, iar suma unghiurilor interne de 
aceeași parte a secantei este egală cu 180°. 

Demonstraţie. Fie dreptele paralele a şi b inter- 
sectate de dreapta c. Prin punctul A ducem o dreaptă aj 
astfel încît suma unghiurilor interne de aceeași parte a se- 
cantei formate de dreptele a, Si b cu secanta 


Comparînd afirmaţia problemei 3 şi axiomei V (proprie- 


= 


să fie egală 
cu 180° (fig. 53). Atunci în virtutea teoremei 4.2 dreapta ai 
este paralelă cu b. însă prin punctul A trece numai o dreap- 
tă paralelă cu b. Prin urmare, dreapta a coincide cu dreapta 
dı. Aşadar, suma unghiurilor interne de aceeași parie a se- 


C 


mata 
in ait 


ghi este 


unui i e: 


triun 


Suma unghiurilor 


¬ 


i ) 
Notăm mijlocul O al segmentului BC. Pe prelungirea seg- 
mentului AO depunem segmentul OD, egal cu segmentul 
OA. Triunghiurile BOD COA sînt egale, deoarece un- 
ghiurile de la vîrful O sînt egale cu unghiuri opuse la virt, 
iar OB=OC Si OA=0D prin construcție. Din egalitatea 
triunghiurilor rezultă că unghiul DBO este egal cu unghiul 
ACO. 
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e Teorema 4.5. Unghiul exterior 

ÎN al triunghiului esie egal cu suma 

۱ celor două unghiuri interioare care 

A| nu sint megieşe cu el. 

| | N Demonstraţie. Fie ABC tri- 

| | hA unghiul dat (fig. 58). Conform teo- 
—— remei 44 ZA+/B+/C=180. De 


G 
A aici rezultă cá ZA+ZB=180°— 
—£Z C. Partea dreaptă a acestei ega- 
111811 este măsura in grade a unghiu- 
lui exterior al triunghiului de la vîrful C. Teorema e demon- 
strată. 

Din teorema 4.5 rezultă că unghiul exterior al triun- 
ghiului este mai mare decît orice unghi interior care nu e 
megieş cu el. 

Problemă (28). In triunghiul + C e dusă înălțimea 
CD. Care din trei puncte A, B, D e situat între celelalte 
două dacă unghiurile A şi B ale triunghiului sînt ascu- 
tite? 

Rezolvare. Punctul B nu poate fi situat între A si D. 
Dacă el ar fi situat între A şi D (fig. 59) unghiul ascuţit 
ABC, ca unghi exterior al triunghiului CBD, ar fi mai mare 
decît unghiul drept CDB. Exact la fel se demonstrează cá 
şi punctul A nu poate fi situat între B şi D. Deci punctul D 
e situat între A si B. 


22. TRIUNGHIUL DREPTUNGHIC 


Un triunghi care are un unghi drept se numeşte dreptun- 
ghic. Deoarece suma unghiurilor triunghiului este egală cu 
180°, triunghiul dreptunghic are numai un unghi drept. Ce- 
lelalte două unghiuri ale triunghiului dreptunghic sînt ascu- 
tite. Unghiurile ascuţite se completează unul pe altul pînă 
la 90°. Latura triunghiuli dreptunghic opusă unghiului drept 
se numeşte ipotenuză, celelalte două laturi se numesc catete 
(fig. 60). 

Afară de cele trei criterii de egalitate cunoscute pentru 
triunghiurile dreptunghice există şi alte criterii. lată aceste 
criterii: 
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-L 
1 


1. Dacă ipofenuza si un unghi ascuțit 


PP 
ale unui triunghi dreptunghic sînt egale /| 
respectiv cu ipotenuza şi un unghi ascuțit FY E 
ale altui triunghi aceste triunghiuri sint E», ig 
egale. (Criteriul de ipote- 3 | 


nuzá si un unghi asc 


+ | 
2s 


2. Dacá o catetá si u 
unui triunghi d reptung hic sînt egale res- 
1 Fig. 60 
pectiv cu o catetă şi unghiul opus ei ale g 6 


altui triunghi aceste triunghiu 


ri sînt egale. (Criteriul de 
ul opus ei.) 


à şi ungh 


i după ipotenuză si o catetà.) 


Demonstraţie. Fie ABC 
dreptunghice cu unghiurile drepte C si C, (fig. 61) pentru 
care este satisfăcută una din condiţiile: 

1) AB=A:B\, ZA= ZA; 

2) BC=B)C\y, ZA-ZA; 

3) AB—A,B,, BC=B,.C:. 


Să demonstrăm că triunghiurile sînt egale. 

Peniru demonstrația primelor două criterii e suficient 
să observăm că dacă ZA=/ZA,, avem Z B=ZB.,. lar atunci 
triunghiurile sînt egale în ambele cazuri conform criteriului 
al doilea de egalitate a triunghiurilor. 

Demonstrația criteriului de egalitate a iz ap A 
dreptunghice după ipotenuză şi o catetă a fost dată în re- 
zolvarea problemei 28 § 3. 


A A 


E 


ي 
A 0 i, Ci‏ 


Fig. 61 
Comanda 7 
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te a secantei ale altei perechi este de asemenea egală 
cu 180, iar unghiurile alterne interne ale fiecărei pe- 
rechi sînt egale. 

Formulati şi demonstra{i criteriul de paralelism al drep- 
telor după unghiurile formate de aceste drepte cu o se- 
cantá. 

Demonstra(i cá printr-un punct care nu aparține dreptei 
date se poate duce o dreaptă paralelă cu cea dată. Cite 
drepte paralele cu cea dată se pot duce printr-un punct 
ce nu e situat pe această dreaptă? 

Demonstrali că dacă două drepte paralele sînt inter- 
sectate de a treia dreaptă, unghiurile alterne interne sînt 

egale, iar suma unghiurilor interne de aceeaşi parte a 
secantei este egală cu 180°. 

Demonstra(i că două drepte perpendiculare pe a treia 

sînt paralele. Dacă o dreaptă este perpendiculară pe una 

din două drepte paralele ea este perpendiculară şi pe a 

doua. 

. Demonstraţi cá suma unghiurilor unui triunghi este ega- 
lá cu 1807. 

Demonstra{i cá orice triunghi are cel puţin două un- 

ghiuri ascuţite. 

Ce numim unghi exterior al triunghiului? 

Demonstraţi cá un unghi exterior al triunghiului este 

egal cu suma a două unghiuri interioare care nu sînt 
inegiese cu el. 

Demonstrali cá un unghi exterior al triunghiului este 

mai mare decît orice unghi interior care nu este megies 

cu el. 

Ce numim triunghi dreptunghic? 

Cu ce este egală suma unghiurilor ascuţite ale unui tri- 
unghi dreptunghic? 

Care latură a triunghiului dreptunghic se numeşte ipo- 
tenuzá? Care laturi se numesc catete? 

Formulali si demonstrați criteriile de egalitate a tri- 
unghiurilor dreptunghice. 

Demonstra{i că din orice punct, care nu aparţine drep- 

tei date, se poate coborî pe această dreaptă o perpen- 

diculară şi numai una singură. 

Ce numim distanţă de la un punct la o dreaptă? 

Explicali ce este distanța dintre două drepte paralele. 


Demonstrați că dacă o dreaptă oarecare intersectează 
una din două drepte paralele ea intersectează şi cealal- 
tă dreaptă. 


Se dă triunghiul ABC. Pe latura AB este marcat punctul 
B, iar pe latura AC — punctul Cj. Numiţi unghiurile 
interne de aceeaşi parte a secantei si unghiurile alterne 
interne formate de dreptele AB, AC si secanta ۰ 


Sint date dreapta AB si punctul C care nu se aflá pe 
aceastá dreaptá. I onstrati in punctul C se poa- 
te duce o dreapt: le 1B. 

Demonstra{i cá a alterne interne 
formate de dreptele paralele şi o secan tă sînt paralele, 


adică se află pe dre HUN 
Segmentele AB si ă în punctul O. De- 
monstrali cá: 1) pen C, BD si secanta AB 
unghiurile BAC si ABD sînt alterne interne; 2) pentru 
dreptele AC, B D si secanta AD unghiurile ADB, DAC 


intei. 


i ráspunsul. 


două unghiuri interne de aceeagi parte a 
secantei forin: i i drepte paralele şi o secantá 


9 E 1 

ceste unghiuri. 
— + ta E rey 
iterne interne fori! 


$ 


ste egală cu 150°. Cu ce 


este egală cu 
C E مر رت و‎ 
Suma a două 


f 


f 
4») 
v] 


Si g si 

L din unghiurile 

drepte paralele cu o secantá 
leialte şapte unghiuri. 


din unghiurile care se o 
drepte paralele cu o secantä e ga 
oare unul din celelalte şapte unghiuri să fie egal cu 70°? 
Argumentati răspunsul. 

Cu ce sînt egale u inrile unui triunghi echilateral? 
Sub ce unghi se intersectează bisectoarele a două un- 
ghiuri interne de aceeaşi parte a secantei formate de 
drepte paralele? 

Aflaţi unghiul necunoscut al unui triunghi dacă el are 
două unghiuri egale cu: 1) 50? si 30°; 2) 40? si 75; 


1 
Fo a; QAS. gro t 
si 80^; 25" si 120", 


unui acá ele sint proportio- 
u Dd 1, 3.0) Đ) 3; 0.4: 3) 3; 4, 55; 


2, 6; 5) 5, 6 


are un triunghi avea: 1) două unghiuri obtuze; 
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Coarda care trece prin centru se numește diametru. In fi- 
gura 66 BC este coardă, AD — diametru. 

O circumferință se numește circumscrisă unui triungtii 
dacă ea trece prin toate virfurile lui. 


Centrul. circumferinței circumscrise unui triunghi este 
punctul de intersecție a perpendicularelor duse pe laturile: 


triunghiului prin mijlocurile lor. 

Demonstraţie. Fie ABC triunghiul dat şi O centrul 
circumferinței circumscrise lui (îig. 67). Triunghiul AOC 
este isoscel; laturile lui OA şi OC sînt egale ca raze. Me- 
diana OD a acestui triunghi este si înălțimea lui. De aceea 
centrul circumferinței e situat pe o dreaptă care este perpen- 
diculară pe latura AC şi trece prin mijlocul ei. Exact la fel 
se demonstrează că centrul circumferinței e situat pe per- 
pendicularele duse pe celelalte două laturi prin mijlocuri- 
le lor. 

Notă. Dreapta care trece prin mijlocul seginentului 
perpendiculară pe el deseori este numită mediatoare. În 
legătura cu aceasta uneori se spune că centrul circumfe- 
rinței triunghiului e situat la intersecția mediatoarelor la- 
turilor triunghiului. 

Dreapta care trece printr-un punct al circumferinței per- 
pendiculară pe raza dusă în acest punct se numeşte fan- 
gentă. Acest punct al circumferinței se numeşte punct de 
tangenţă. In figura 68 dreapta este dusá prin punctul A al 
circumferinței perpendiculară pe raza OA. Dreapta a este 
tangentă la circumferință. Punctul A este punct de tan- 
genta. Putem spune de asemenea că circumferința e tan- 
gentă la dreapta d în punctul A. 

O circumferință se numeşte înscrisă într-un triunghi 


Fig. 66 


— 


| 


Fig. 69 


Fig. 70 


dacă ea este tangentă la toate laturile lui. 

Centrul circumferinfei înscrise într-un triunghi este pun- 
ctul de intersecţie a bisectoarelor lui. 

Demonstrație. Fie ABC triunghiul dat, O centrul 
circumferinței înscrise în triunghi, D, E Si F punctele de 
tangenţă ale circumferinței ,cu laturile lui (fig. 69). Triun- 
ghiurile dreptunghice 40D şi. AOE sint egale după ipote- 
nuză şi o catetá. Ele au ipotenuza AO comună, iar catetele 
OD si OE egale ca raze. Din egalitatea triunghiurilor re- 
zultă egalitatea unghiurilor OAD şi OAE. Dar aceasta în- 
seamnă că punctul O e situat pe bisectoarea triunghiului, 
dusă din-virful A. Exact la fel se demonstrează că punctul 
O e situat pe celelalte două bisectoare ale triunghiului. 

Vom spune că două circumferinfe care au un punct co- 
mun sint tangente in acest punct dacă ele au în acest punct 
o tangentă comună (fig. 70). Circumferinfele se numesc 
tangente interior dacă centrele lor sînt situate de aceeaşi 
parte a tangentei lor comune (fig. 70, a). Circumferinţele 
se numesc fangente exterior dacă centrele lor sînt situate 
de diferite părți ale tangentei lor comune (fig. 70, b). 


25. CE ÎNSEAMNĂ PROBLEMĂ DE CONSRTUCTIE 


In problemele de construcție e vorba despre construcția 
unei figuri geometrice çu ajutorul instrumentelor de desen 
date. De cele mai dese ori aceste instrumente sînt rigla şi 
compasul. Rezolvarea problemei constă nu atît în construi- 
rea figurii, cît în răspunsul la întrebarea, cum să executăm 
această construcție şi în demonstrația respectivă. 

Problema se consideră rezolvată dacă este indicat pro- 
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L- dreapta AD. Ea împarte unghiul BAC 
1 in jumătate. Aceasta rezultă din egali- 
3 tatea triunghiurilor ABD şi ACD în 
| M care DAB si DAC sînt unghiuri cores- 

/ | punzătoare l 

M. i [ toare. 
5 "s 
la 2 29. ÎMPĂRȚIREA UNUI SEGMENT 
| 
N | ri IN JUMATATE 


T 


›blema 5.4. Sá se împartă un 
9۶ în jumătate. 

Rezolvare. Fie AB segmentul 
Din Piacek A si B descriem circumferintele 
i C, punctele de intersectie ale acestor 
circumferinte. Ele m situate în semiplane diferite in ra- 
port cu dreapta AB. Segmentul CC, intersectează dreapta 
AB într-un punct oarecare O. Acest punct este mijlocul seg- 
mentului AB. 

Intr-adevăr, triunghiurile CAC, și CBC, sint egale con- 
torm criteriului al treilea de egalitate a tri unghiurilor. De 
aici rezultă egalitatea unghiurilor ACO şi BCO. Triun- 
ghiurile ACO şi BCO sînt egale în conformitate cu criteriul 


întîi de egalitate a triunghiurilor. Laturile AO si BO ale 
: 
acestor triunghiuri sînt corespunzătoare şi de 


aceea ele 
sînt egale. A uhi O este mijlocul segmentului AB. 


30. CONSTRUCȚIA UNEI DREPTE PERPENDICULARE 


Problema 5.5. Printr-un punct dat O să se ducă o 
dreaptă, perpendiculară pe dreapta dată a. 

Rezolvare. Sînt posibile două cazuri; 

1) punctul O aparţine dreptei a; 

2) punctul O nu aparţine dreptei a. 

Considerăm primul caz (fig. 75). 

Din punctul O ducem o circumferință de rază arbitrară. 
Ea intersectează dreapta a în două puncie: A si B. Din 
punctele A si B ducem circumferinfe de rază AB. Fie C 
punctul lor de intersecție. Dreapta căutată trece prin puncte- 
ie O şi C. Perpendicularitatea dreptelor OC şi AB rezultă 
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Fig. 75 Fig. 76 


din egalitatea unghiurilor de la vîrful O al triunghiurilor 
ACO şi BCO. Aceste triunghiuri sînt egale conform crite- 
riului al treilea de egalitate a triunghiurilor. 

Consedirăm cazul al doilea (iig. 76). , 

Din punctul O ducem o circumferință care intersectează 
dreapta a. Fie A şi B punctele ei de intersecție cu dreapta 
a. Din punctele A şi B ducem circumierinţe de aceeași rază. 
Fie O, punctul lor de intersecție situat în semiplanul di- 
ferit de semiplanul în care se află punctul O. Dreapta cău- 
tată trece prin punctele O si O.. Să demonstrăm aceasta. 
Notăm prin C punctul de intersecţie a dreptelor AB si 00.. 
Triunghiurile AOB şi AO;B sint egale conform criteriului 
al treilea. De aceea unghiul OAC este egal cu unghiul O,AC. 
Însă atunci triunghiurile OAC şi O;AC sînt egale conform 
criteriului întîi. Deci, unghiurile lor ACO şi ACO, sînt ega- 
le. Şi deoarece ele sînt megieşe, ele sînt drepte. Aşadar, OC 
este perpendiculara coboritá din punctul O pe dreapta a. 


ra 


31. LOCUL GEOMETRIC AL PUNCTELOR 


Una din metodele de rezolvare a problemelor de construc- 
ție este metoda locurilor geometrice. Se numește foc geomet- 
ric al punctelor figura care constă din toate punctele planu- 
lui ce posedă o anumită proprietate. De exemplu, circumfe- 
rin{a poate fi definită ca locul geometric al punctelor egal 
depărtate de la un punct dat. 
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lintre razele duse în aceste 
1 a 1809. 

Demonstraţie. Să considerăm un caz particular 
cînd una din laturile ui 
circumferinței (fig. 80) 


1 


ighiului înscris trece prin centrul 


L nghiul AOB este isoscel, deoa- 
rece laturile lui OA şi OB sînt egale ca raze. De aceea un- 
ghiurile A şi B ale triunghiului dat sînt egale, dar deoarece 
suma lor este egală cu unghiul exterior al triunghiului de 
la vîrful O, unghiul B este egal cu jumătatea unghiului AQC. 
Ceea ce trebuia demonstrat. 

Cazul general se reduce la cazul particular cercetat dacă 

ducem diametrul auxiliar BD (fig. 81). 
Să examinăm cazul, reprezentat în figura 81,a. Un- 
ghiul înscris ABC este egal cu suma unghiurilor I si 2, iar 
unghiul dintre razele OA şi OC este egal cu suma unghiuri- 
lor ở şi 5. Conform celor demonstrate unghiul 7 este egal 
cu jumătatea unghiului 3, iar unghiul 2 este egal cu jumă- 
tatea unghiului 4. De aceea unghiul înscris ABC este egal 
cu jumătatea unghiului dintre razele OA şi OC. 

Cazul reprezentat în figura 81,b se analizează în ace- 
laşi mod. Deosebirea constă doar în faptul că unghiul ABC 
este egal cu diferența unghiurilor 2 şi 7, iar unghiul AOC 
este egal cu diferența unghiurilor 4 şi 3. In ambele cazuri 
unghiul ABC este egal cu jumătatea unghiului AOC. 

În cazul reprezentat în figura 81,a unghiul ABC este 
egal cu suma unghiurilor f si 2, însă unghiul AOC este 
egal cu suma unghiurilor 5 şi 6 şi nu a unghiurilor 3 şi 4, 
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aceea unghiul ABC egal cu semisuma unghiurilor 3 şi 4 


este egal cu 


_(1802— <5) + (1809— <6) —180?— EE 


2 2 


= 180°— 


Teorema e demonsiratà. 


Note. Primul si al doilea caz în demonstraţia teoremei 
5.7 diferă de cel de-al treilea prin faptul că în primele 
două cazuri vîrful unghiului înscris (B) si centrul circum- 
ferintei (O) sînt situate de aceeaşi parte a dreptei AC, iar 
în al treilea caz — de diferite părți. Conform acestui crite- 
riu se poate afla cînd unghiul înscris este egal cu jumăta- 
tea unghiului dintre raze şi cînd o completează pînă la 180°. 

Menţionăm de asemenea că jumătatea unghiului dintre 
raze nu e mai mare decît 90°, deci, completarea lui pînă la 
180? nu e mai mică decît 90°. De aici rezultă că dacă un- 
ghiul înscris este ascuţit el este egal cu jumătatea unghiului 
dintre raze, dar dacă esie obluz el o completează pină la 
180. 

Consecintíà. Toate unghiurile înscrise în circum- 
ferință laturile cărora irec prin două puncte date ale cir- 
cumferinfei, iar vîrfurile sînt situate de aceeaşi parte a drep- 
tei care uneşte aceste puncte, sînt egale. În particular, un- 
ghiurile, laturile cărora trec prin extremitățile diametrului 
circumjerin{ei, sînt drepte (Tig. 82). 


5 
` 


| Problemă (48). Punctele A, B, C sînt situate pe o 
circumferință. Cu ce este egal unghiul ABC dacă coarda 
[AC este egală cu raza circumferinței? (Două cazuri). 

Rezolvare. Dacă punctul B si centrul O sînt situate 


de 


Hi 


۹ 21 arie n ^ 4 Hd / 
aceeasi parie a dreptei AG ۷ 


unghiului înscris ZABC 


itini "nard: 4 /^ - درم‎ 
condiției, coarda AC este egală 


este echilaieral si, deci, unghiul 


aceea ZABC=30. Dacă punct 


diferite părți ale d lrep ei AC (fi 


A 


unghiului înscris 
2 ; i 1 
ZAB( 180 —- 
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INTREBĂRI PENTRI 


Ce numim cireumferi ntă, centru 


Ce numim coardă a circumfe 
meşte diametru? 


Care circumferință se nume 


unghi? 


Demonstrati că centrul circumferin 


ste situat la intersecti 
h 


triunghi e 
lor triun ighiului. 
Care dreaptă se numeşte 


Care circur رای وت‎ se numește 


ele B 


'rintei? 


aj 


Deoarece, contorim 


O sînt situate pe 


circumscrisá 


mediatoarel 


, la 0 


Demonstraţi că centrul reumis rit ntei, 


triunghi, eie situat la inter 


int? 
aat: 


seci 


Care circumefrinte se numes 


interior? 
Explicati cum se construiesl 
turi. 

Explicaţi cum se depune un 
semidrea pia d 


dată în semiplanul d 


hìseo) 


Ce înseamnă: cireumferintele sînt tagente 


triunghiul 


este egal 


h2 


CITCUINS 


m 


~j 


ul ABC înscris într-o ; ما‎ 


| N : ن‎ y 
umierinta a 
1 egal 
1 

ke, ; ۱ e într-o circum- 
i "mo i Cu 1 1 1 s 
AR. SE puncte date ale 
2 ۳ 1۸ € X 


me sai E aceeaşi parfe‏ رو 
circumferinței, iar vũ :‏ 


drepi ( urit 
XERCITH 

Demo ( í tà care e Cen- 
ten] un: f 111 i cteazi € IB- 
1 t b: e 
11-111 s ۱ "um 
Di ipta care trece prin centrul unei cif- 

mi ۱22 cir inta în « puncte. 
ciim 11 EE "s 1 
Demo! ne țel cart prin 
ACHIOII 

iilocul Per 0 1 : is 
ie | lemonstr 1 atirmaiiet 
11 ^ t 
din problema 3 E | ۱ em 
Dintr-un punct al circumferini aate e dus un diametru 

Ea I s A è 43 t; 个 Je 

; coardă eơalä cu raza. Afi; inghiul dintre ele. 

coard ala Cu T 4 


5 ۱ 1 ate sint duse 2 
Dintr-un punct al circumferinte ei date sint duse două 
coarde egale cu raza. Aflaţi unghiul dintre ele. m 
O cireumfíerintá poate oare fi tagentă la o dreaptă în 
două punc te? Argumentati răspunsul. 


emonsi 4 ۳ HỆ la o circumferinsá nu are alte 
L t $ a i 1 ` 1 p ۹ j iso 
puncte comune củ cumferinta, în afară de tangentă, 
Ce un i SP: coarda AB, egală cu raz 


a Circum- 
tangenta dusă în punctul A? 
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10. Prin extremităţile unei coar- 
p de egale cu raza sint duse 
drepte tangente la circum- 
ferintá. Aflaţi unghiurife sub 
一 care se intersectează aceste 
E drepte. 
11. Două circumferinfe cu raze- 
le de 30 cm şi 40 em sînt 
: tangente. Aflaţi distanța 
Fig. 84 dintre centrele lor în cazu- 
rile cînd circumferințeie sînt 
tangente exlerior şi interior. 
tangente două circumierințe dacă razele lor 
e cu 29 cm si 50 cm, iar distanta dintre centre 
t > 60 cm? ۱ i 
13. 1) Punctele A, B, C aparțin unei drepte, iar punctul O 
se aflà în exteriorul dreptei. Triunghiurile AOB şi 0 
pot îi oare isoscele, avind bazele AB si BC? Argumen- 
tafi răspunsul. 2) O circumferință şi o dreaptă pot 
oare Sá se inlersecteze mai mult decît în două puncte? 
14. 1) Douá circumierințe cu centrele O si O, se intersec- 
tează în punctele A şi B. Demonstraţi că dreapta AB 
este perpendiculară pe dreapta 00, 2) Demonstrali 
că două circumferinte nu se pot intersecta mai mult 
ecit in douá puncte. 


4 و‎ a 1 e. OPUS 
15. D) Prin punctul A al unei cireumferinte cu centrul O 
este dusă o dreaptă care ` tangentă la circun intã 
Cicapia care nu e tangentă la circumferință. 
e perpendiculara coborită pe această dreaptă. Pe 
“ra opment 1 ۳ a ionic ` ۳ f R i 
ea segmentului AB e depus segmentul BC= 
۱۱۵85۲۲۵۱۱ că punctul C se află pe circumfe- 
emonstraţi că dacă o dreaptă si i nfe 
tral! ca dacă o dreaptă si o circumfe- 

irf ni ~$ z 1 1 
un Singur punct comun această dreaptă e tan- 
Circumierință în acest punct. 3) Demonstrati 
xẻ id circtimefrintfe au un singur punct comun 
eie siul langenle în acest punct. 


7 


nct sint duse două langente la o circum- 
Demonstra[i ca segmentele MP si MQ 
date sint egale. 2) Demornstrati că prin- 


i 


nu pot trece mai mult decit două tangente 


۱۱۱ un triunghi cu laturile a, b, c date dacă: 
d cm, b=3 cm; c=4 cm: 2) a=3 cm, b=4 cm: 
C —9 cit; o) a=4 cm, b=5 cm, c=6 cm. 
j EE tới 8 رز‎ RS aice : 
18. Este dat triunghiul ABC. Construifi un triunghi ABD 
egal cu cei dat. 
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38. 


Censtruiţi un triunghi, fiind date două laturi si raza 
circumferinței circumscrise. 

Construili o circumferință de rază dată care trece prin 
două puncte date. 

Construiti triunghiul ABC dacă sint date: 

}) două laturi și unghiul dintre ele: 

a) 4B=5 cm, AC=6 em, LA=40%; 

b) AB=3 cm, BC=5 cm, 4B=70. 

2) o latură și unghiurile alăturate ei: 

a) AB=6 cm, ZA=30, Z.B—50^; 

b) AB—4 cm, LA=45, Z B—60*. 

Construiţi un triunghi, fiind date două laturi S un- 
ghiul opus celei mai mari dintre ele: 

!) a=6 cm, b=4 cm, œ=70”; 
2) a=4 cm, b=6 em, B=100/. 
Construiti un triunghi isoscel, fiind date latura laterală 
şi un unghi de la bază. 

împărțiți un unghi în patru părţi egale. 
Construiţi unghiuri de 60? si 30”. 
Construiti un triunghi, fiind date două 
diană dusă la una din ele. 

Consiruiti un triunghi, fiind date două laturi şi o me- 
diană dusă la cea de-a treia latură. 

Este dat un triunghi. Construili medianele si înălțimi- 
je lui. 

Construiţi un triunghi, fiind date o latură, mediana dusă 
la această latură si raza circumferinței circusmscrise. 
Construili un triunghi dreptunghic, fiind date ipotenuza 
şi o catetă. j 
Construiti un triunghi, fiind date două laturi si ináli- 


laturi sĩ o me- 


mea coborità pe latura a treia. 

Construili un triunghi, fiind date o latură, mediana sl 
înălțimea dusă la această latură. 

Construiti un triunghi, fiind date două laturi si inälfi- 
mea coborită pe una din ele. 

Construili un triunghi isoscel, fiind date latura laterală 
şi înălțimea coborită pe bază. 

Construili un triunghi isoscel, fiind date baza şi raza 
circumferinței circumscrise. 

Demonstraţi că locul geometric al punctelor situate la 
distanța A de la dreapta dată constă din două drepte 
paralele cu cea dată la distanța h de la ea. 
Pe dreapta dată găsiţi un punct situat la distanța dată 
de la altă dreaptă dată. 

Sînt date trei puncte: A, B, C. Construili un punct X 
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تسف ۰ ۱۷ وی 


egal depărtat de punctele A şi B şi situat la distanța 
dată de la punctul C. 
Pe o dreaptă dată găsiţi un punct egal depărtat de două 
puncte 


39. 


40. Sînt date patru puncte: A, B, C, D. Găsiţi un punct X 
egal depariat de punctele A şi B şi egal jàrtat de 
(۱۳۱۵۱۵۱۵ C si D 


1 
suma i 


struiţi un triunghi, 
alăturat ei si dif 


Construili un triunghi 


51 St 


Cons 


ei şi înălțimea dusă din shi. 
45. Construiti la laturile unui 
unghi şi i dal 


unghiul 


ier niei circum- 
1, B, C sînt situate pe í ccumferintă., Cu cé 
i coarda AC dacă unghiul ABC este cu 


: x | مرو‎ T 1 4 wal 
۱2111611111 circumferinței! este egal 


۱131011 8 ơ cu 10 
4 1n! aj rafe n Y TI T › 
7; B, C sint situate pe o circ terin 
unghiul 3C dacă coarda AC este cu 
uzei 
dat nu 
ilti dr ipo 
1 1 P 1 
`. ` CL, 07 2 
f c! I 1 ` É ți 


SA şi SB la o 
tersecteazá Seg- 
i 


Demonstrati 


55. 1) Prin punctul S sin 
circumferință (fig. 85 


mentele SA şi SB în 


† 
1 
1 
i 


xà 


wW 


perimetrul triunghiului SA,B; nu depinde de tagemta 1 
şi este egal cu SA -+ SB. 

2) Sînt date un unghi Si un punct. Cum trebuie dusă o 
dreaptă prin acest punct pentru ca ea să taie de la 
unghiul dat un triunghi cu perimetrul dat? 

1) Demonstra{i că mediatoarele a două laturi ale 
I lui intersectează (nu sînt paralele). 

aji că mediatoarele celor trei laturi ale unui 
ctează într-un punct. 

i că oricărui triunghi i se poate 
circumferin(á Si numai una singură. 

1) Prin virfurile triunghiului ABC sint duse drepte pa- 
ralele cu laturile opuse . 86). Punctele lor de in- 


tri- 


c 


circum- 
SC rie O 


taleie (ng 


terseclie sint viriuri ale unui triunghi nou. Demonstrati 
cá viriurile triunghiului dat sînt mijlocuri ale laturilor 


nou. 


monstratl 


2) Da 


2 tin înălțimile unu? 
triunghi se ii 1 t. 

i) Demonstrati două bisectoare ale un riunghi se 
intersectează 

2) Demon ele trei bisectoare ale unui triunghi 
se 6 -un punct. 

3) Demoi n orice triunghi se poaie înscrie ø 


circumferint: una singură. 


Demonstrati locul geometric al virfuri ۲ 
cu măsura în grade dată laturile cărora ă 
puncte date, iar viriurile se află de a a 


dreptei care uneşte aceste puncte este o pa 
ferin{ă cu extremităţile în aceste puncte (fig. 87) 


$ 6. PATRULATERE 


34. DEFINIȚIA PATRULATERULUI 


Se numește patrulater figura care constă din patru puncle 
unite succesiv prin pairu segmente. Totodată oricare irei 
din aceste puncte nu trebuie să se afle pe o dreaptă, iar 
segmentele ce le unesc, nu trebuie să se intersecteze, 
Punctele date se numesc vîrfuri ale patrulaterului, iar seg- 
mentele ce le unesc, — laturi ale patrulaterului. 


Problemă (1). Figurile 88—90 reprezintă trei liguri | 


fiecare fiind constituită din patru puncte unite succesiv 
prin patru segmente. Care din aceste figuri este un patru- 
later? 

Rezolvare. Numai figura 90 este patrulater, deoarece 
fn figura 88 punctele A, B, C sínt situate pe aceeasi dreaptá, 
iar in figura 89 segmentele BC si AD se intersectează. 

Virfurile unui patrulater se numesc vecine dacă ele sint 
extremităţi ale unei laturi a lui. Virfurile care nu sînt vecine 
se numesc opuse. Segmentele care unesc vírfurile opuse ale 
patrulaterului se numesc diagonale. Diagonale ale patrula- 
terului din figura 91 sînt segmentele AC şi BD. 

Laturile patrulaterului care pornesc din acelaşi virf se 
numesc laturi vecine. Laturile care n-au nici o extremitate 


© 


ty 


Fig. 88 


Fig. 90 
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comună se numesc laturi opuse. Laturi opuse ale patrulate- 
rului din figura 91 sint AB si CD, BC si AD. 

Un patrulater se notează, indicindu-se viriurile lui. De 
exempiu, patrulaterul din. figura 91 se notează astfel: 
ABCD. La notarea patrulaterului virfurile vecine se scriu 
alături. Patrulaterul ABCD din figura 91 poate fi notat 
astfel: BCDA sau CDAB. Însă nu poate fi notat: ABDC (B 
si D nu sint virfuri vecine). 

Problemá (2). Dacá patrulaterul ABCD are laturi- 
le AB si CD paralele, atunci virfurile A si D se aflà de 
aceeasi parte a dreptei BC. Demonstrati. 

Rezolvare. Presupunem că virfurile A si D sint 
situate de diferite părţi ale dreptei BC (fig. 92). Atunci seg- 
mentul AD intersectează dreapta BC într-un punct oareca- 
re O. Prin punctul O ducem dreapta x paralelă cu dreptele 
AB şi CD. Punctele A şi D sint situate de diferite părţi 
ale dreptei x, deoarece segmentul AD intersectează dreap- 
ta x (în punctul 0). Deci, punctele B şi C sînt situate de 
diferite părţi ale acestei drepte. De aceea punctul O apar- 
[ine segmentului BC. Adică segmentele BC si AD se inter- 
sectează. lar aceasta e imposibil, deoarece ele sînt laturi 
ale patrulaterului. Am ajuns la contradicţie. Afirmația e de- 
monstrată. 


35. PARALELOGRAMUL 


Paratelogramul este un patrulater laturile opuse ale că- 
ruia sînt paralele, adică sînt situate pe drepte paralele 
(fig. 93, a). 


二 


Teorema 6.1. Dacă diagonalele unui patrulater Se in- 
fersectează si se împart în punctul de intersecție în jumă- 


tate acest patrulater este un paralelogra 

Demonstraţie. Fie ABCD un pat 
punctul de intersecție a diagonalelor lui (fig. 93, b). Triun- 
ghiurile AOD si COB sînt egale. Unghiurile de la virful O 
ds A si OA- 


sint egale ca u i opuse 


= OC din con 


1 5 
teoremei. 


sînt egale. Iar ele sint unghi lrep 
AD şi BC şi s DB Ir 
AD si BC sint le. Pa B şi 


se demonstrează cu ajutorul lor AGB 
si COD. Teorema este d 

re n (re: í 1), 4d 
unui paralelogram se inter: i 5 i Lp ] 
de intersec n jumătal 

Demonst | 1BCD ۱ ralelog lat 
(fig. 94). Ducei iag ui BD. Notám p ۱ mijl 
cul O, iar | i ea *IT lui AO depunem seg 
mentul OC;, egal cu 4Ó. In conformitate cu na 6.1 


patrulaterul ABC,D este un paralelogram. Prin urmare 


dreapta [51 | 1 | ۱۳1 n( 11 
poate Îi dusă o singură dreapt ۱ cu A De - 
irea | se d nstrează că 
corn di | i 1C jl 
loøramu oi! 1 6] De 
1 se t ni ۱ 
jum eor: lem | 
— E فو‎ 8 
1 ză i وی سے‎ 
1 ; fe 15 
| j r 7 
H / 7 
ƒ rj 
| j a lj / sẽ 
j E ị 3 
PA C "E MM. 
j / Ă / y 
جد‎ I 3 é —— 
= r >—— 4 - ¬ 


93 Fig. 94 


jumătate. 
Fie ABCD un 
intersecteazá laturile parale 


rile OAE si 


Problemă (15). 


A 5 că dacă un patrulater are două ła- 
turi paralele și egale el este un pa- 
ralelogram. 

E Rezolvare. Fie ABCD un pa- 
i b 


trulater dat care are laturile AB si 
CD paralele şi egale (fig. 97). Prin 
vîrful B ducem dreapta b paralelă 
cu latura AD. Această dreaptă întersectează dreapta DC 
într-un punct oarecare Ci. Patrulaterul ABC,D este un pa- 
ralelogram. Conform teoremei 6.3 CD=AB. Din condiție 
AB= CD. Deci, DC—DC,. De aici rezultă că punctele € şi 
C; coincid. Aşadar, patrulaterul ABCD coincide cu parale- 
logramul ABC,D si, deci, este un paralelogram. 


Fig. 97 


36. DREPTUNGHIUL. ROMBUL. PÁTRATUL 


Drepiunghiul este un paralelogram care are toate un- 
ghiurile drepte (fig. 98, a). 

Teorema 64. Diagonalele dreptunghiului sint egale. 

Demonstratie. Fie ABCD un dreptunghi dat (vezi 
fig. 98, b). 

Afirmația teoremei rezultă din egalitatea triunghiurilor 
dreptunghice BAD şi CDA. Unghiurie BAD si CDA sint 
drepte, cateta AD — comună, iar catetele AB şi CD sînt ega- 
le ca laturi opuse ale paralelogramului. Din egalitatea trí- 
unghiurilor rezultă că ipotenuzele lor sînt egale, iar ipote- 
nuzele sînt diagonalele dreptunghiului. Teorema e demon- 


2 4 مه مرو 4ج 
strata.‏ 


A 


8 


Demonstrati | 


| 


Fig. 99 Fig. 100 Fig. 101 


y 
th LI 


Rezolvare. Unghiurile unui paralelogram alăturate 


junei laturi sînt unghiuri interne de aceeași parte a secantei, 
۳ aceea suma lor este egală cu 180°. Deoarece conform con- 
jditiei problemei aceste unghiuri sînt egale, fiecare din ele 
je drept, iar paralelogramul care are toate un 
jeste un dreptunghi. 

Rombul este un 
egale (fig. 99). 

Teorema 6.5. Diagonalele unui romb se intersectează 
sub un unghi drepi. Diagonalele unui romb sint bisecioare 
ale unghiurilor lui. 

Demonstraţie. Fie ABCD un romb dat (fig. 99), 
O — punctul de intersecţie a diagonalelor lui. Conform 
proprietăţii paralelogramului ۸۸0006, Deci, în triunghiul 
isoscel ABC segmentul BO este mediană. Conform proprie- 
tății triunghiului isoscel mediana dusă la baza lui este bi- 
sectoare şi înălțime. 
este bisectoarea unghiului B si e perpendiculară ne disgo- 
nala AC. Teorema e demonstrată. 


ehiuriic drepie 


paralelogram care are toate iaturile 


Aceasta înseamnă, că diagonala BD 


Problemă (28). Demonstrali că dacă un parale! gram 
are diagonalele perpendiculare el este un romb 


Rezolvare. Fie ABCD un parale cu diago- 
nalele perpendiculare si O punctul de intersectie a diago- 
nalelor (fig. 100). Triunghiurile AOB si AOD sint egale 
conform criteriului întîi de egalitate a triunghiurilor. Un- 
ghiurile de la vîrful O sint drepte conform condiției, la- 
tura AO este comună, iar OB—OD conform proprietátii pa- 
ralelogramului (teorema 6.2). 
rezultá egalitatea laturilor: 
AR=AD. 


Din egalitatea triunghiurilor 


m! 


N 


£ 101) 154a 1 como 1b £ € $ 
(fig. 101). Pătratul este de asemenea un romb, de aceea t drepte taie 
م1511‎ (¢ Y $ > Fa 
pauri teorema. lui 
۲ T ۱ 
Probl 
3 EOPREMA EL S 


pari eg 


i E 


T 


conformitate 


în mijlocul 


la dreptek 
ralitatea triun 


ghiurilor rez 


ant din 


Grecia Antică care 


Sav 


acum linia medii 


DF este tì tz ralelograr 3 


AF 


i 


elogr 


] ~ Y 14 + ta yri 
egale si pe cealaltă dreaptă. Uneori 
va aplica si în această forma 
M + AR e» 
Să se împartă segmentul dat AB in 7 


t Conform 


amului ED=AF şi deoarece conform 
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Problemă (47). Demonstraţi cá mijlocurile laturilor 
unui patrulater sint virfurile unui paralelogram. 

Rezolvare. Fie ABCD un patrulater dat şi E, F, G, H 
mijlocurile laturilor lui (fig. 105), EF linia medie a 
ghiului ABC. De accea EF(|AC. Gil este linia medie a tri- 
unghiului ADC. De aceea GHIAC. Aşadar, EF|IIGH, adică 
laturile opuse EF şi GH ale patrulaterului EFGH stat pa- 
ralele. Exact la fel se demonstrează paralelismul celeilalte 
perechi de laturi EFGH este un 
paralelogram. 


opuse. Deci, patrulaterul 


38. TRAPEZUL 


ri opuse 


Patrulaterul care are numai două lati 
se numește ig. 106, a). Acest 
numesc bazele trapezului. Celelalte douà laturi se numesc 
laturi laterale. Trapezul, care are laturile laterale egale, se 
numeşte unește mijlocurile latu- 
rilor laterale se numeşte linie medie a trapezului. 

Teorema 6.9. Linia medie a frapezului este paralelá 
cu bazele si este egală cu semisuma lor. 

Demonstratie. Fie ABCD un trapez dat (fig. 
106,6). Prin vîrful B si mijlocul P al laturii CD ducem o 
dreaptá. Ea intersecteazá dreapta AD intr-un punct oare- 
care E. Triunghiurile PBC si PED sînt egale conform cri- 
teriului al doilea de egalitate a triunghiurilor. Ele au CP— 
= DP prin construcție, unghiurile de la vîrful P sint egale 
ca unghiuri opuse la virf, iar unghiurile PCB si PDE sint 
egale ca unghiuri alterne interne la dreptele paralele BC si 
AD si secanta CD. Din egalitatea triunghiurilor rezultă ega- 


1 
laturi paralele se 


(rapez (i 


isoscel. Segmentul care 
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litatea laturilor PB- PE; BC=ED. Deci, linia medie PQ a 
trapezului este linia medie a triunghiului ABE Conform 
proprietăţii liniei medii a triunghiului PQIAE si segmentul 
| i a 1 
PO — AE > — (AL BC) 
) 2 
| 
Tema rata. 
) m t lui Tales) 


ti de drepte lele în punc ( fi 07) 
eorema afirmă că 
AC ( , 
AB AB V ) 
Să demonstrăm justetea ac i xalităţi. Impár(im seg- 
ntul AC în p ile $ rii ict diviziune 
du dre| rale] ۱ dreapta Bi fori remei lui 
Tales aceste drept Inpa '£&mentul AB în n părți egale 
Dacă punctul C, este unul din punctele de diviziune (fig 
: 
07, a) 1 IC, f unde m numărul de seg 
11101 obținute în urm: | împărțirii conțin în gmer- 
Ap 
ti Ci. Re specii | aa i. Prin urmat 
1 
3 AC 
1B, 1B 
Ad [ punctul C, nu este punct de diviziune (fig. 
6 Comanda M7 81 


ficient 
ziune. 


Or 


divi- 


8111117 
punz 


onsira 


A- 
a 


ta 
te 


| ulater? 
logram? 


ă diagon 


S à si se împart în rsecție în ju- 
mătate pal ulaterul e un 


i că diagonalele unti. 


sectează şi se împart în punctul ‹ 


amul 


Ce 1 ptu 
Demonstrati c 


Ce numim ro 


1 


1 
Demonstrafi teorema gen 


lei BC. Demonstrati 


T = مه و‎ 1 人 ah | H 
unghiurile dreptunghiului 
i jumătate. Aflaţi perimetrul 


unui parale- | 
lui mai mică este 


gmentul ei 
acest punct 10 cm. 


în jumătate 


i t. Intr-un dreptunghi 
În paraleli OT 
۱ 


punctul de intersecţie a lor e depărtat 
re taie pe laturile BC decit de latura 


~J 


elor 


diagona 


şi AF=2,8 m. Aflaţi latu- este egal cu 56 cm. Aflaţi laturile dreptunghiului 
rile 1D. 5. i ci [erinte sint duse două 
8, Unul din unghiurile unui paralelogram este egal cu 40° nt depărtate de centru cu 
Aflaţi celelâlte unghiuri. 
9. Calculaţi unghiurile unui paralelogram, știind că unul tetă a căruia este 
din ele e mai mare decît celălalt cu 509. ) care are un unghi 
10. Poate oare un unghi al paralelogramului să fie egal ri ul dreptungh 


cu 40°, iar celălalt cu 50?? 7, Într-un triunghi drep chic isoscel e înscris un drept 


i1. O diagonală a unui paralelogram formează cu două la- unghi astfel încît două viriuri ale lui se află pe i 

turi ale lui unghiuri de 25? şi 35%. Aflaţi unghiurile pa- nuză, iar celelalte două pe catete. Cu inl 

ralelogramului laturile dreptunvhiului da ( le se 1 riă 
12. Aflaţi toate unghiurile unui ogram dacă suma a ca 5:9. lai ipotenuz: triunghiului este egală cu 45 cm 

două din ele este egală cu 100?; 3) 160%. 8. Demonstraţi cá dacă un paralelogram are di igonalel 
13. Aflati toate hiuril ilui dacă di lare, el este un romb 

a douà din ( 2) 110% | Mi că dacă diagonala unui p Í am este 
14. În paralelog punctul ۶ este mijlocul la- bis 2 ui ilor lui te u ml 

turii BC, iar F — mijlocul laturii AD. Demonstrati cá ; , lormate de diagonal unui romi | una 

patrulaterul BEDF este paralelogram. din laturile lui, se raportă ca 4:5. Aflaţi unghiurile rom- 
15, Demonstraţi că dacă un patrulater are două laturi para- bul 

lele şi egale atunci el este paralelogram. . Demonstra i rül, c re toate latu 
16. In paralelo ABCD e dusá bisectoarea unghiului 

A, care in latura BC in punctul E. Cu ce 1 | romb 1 e | C ut 

1 iJ 


BE si EC, dacă AB-9 cm, AD= ۱۱۱۵11 unghiurile rombului. 


ittpa 1 nett na i 
17. logram se raportà ca 3:4, j i din | üi ung ) ( Y 
2,8 m ali laturile. ul o] 
18. rpendiculara cobori truiți ui ) după ۵۱ i diagonală; 2) d 


"a parte în jumátate. | ia l 
laturile paralelogramului dac: ۱ triungl lreptunghic i: catetă 
[ paralelogramului este egal cu ste de 2 m, e înscris ur cari cu el 
perimetrul triunghiului ABD este ega 31 hi comun. Aflaţi perimetru ilui. 


Ü 


d a unui trapez isoscel este egalá cu latitra 
1i TA arnandin ap na latur 
ar diagonala e perpendiculară pe latura 


"hiurile trapezului. 


za circumierinței est 


tangentelor (distanța ae 


8 unei drepte sînt date două icte A 
IO cm, 12 cm | 9 la ea. Aflaţi 
a sint mijlocu- i dreapta data. 
so 1 ct 
la 
j 
Z 1E loc 
í atui iungn lul Te De- 1 
rimetrul T ) cm. 
30. Cum se construi Sie un triu hi dacă sint date miilocu- 61 Ir 
riie Jaturiior lui? 
De: : TT liametru sînt depărtate de tangenta 
62. Extremităţile unui diametru sint departate de tang 
: 5 f ° AR Aflati uingimea 
la o circumferință cu 1,6 si 0,6 m. Aflaţi lungimea 
liametrului. 
63. Linia medie a 
۱ > 4 
lin Daz t€ 
DAZI ti pezu 
4. Înălțimea dus: 
soscel în 
A40 
su T 570 
11111 un 
` 3 Y iui dr SUL Sint Conslrui(i un trapez dupá bazele si E 
88 


intersecl 


in punctu 


109 


le trei mediane e unui triunohi ER an KK d 
tal 1 111118111 se intersectează in : - رد‎ Số ca ی‎ 4 
același punct. egale cu a, iar A'B'=AB,, A'C'=AC, după construcţie. De 


Bos a BO ai npn 
E are ptele BC $i B,C 


68. Demonstrati că suma unghiurilor opuse : e ur xatru- aceea unghiul ACB, este drept si, deci, dr 
r opuse ale unui patru ung y 41221 ۱ ¥ 


sînt paralele. Con 


later înscris într-o circu 


69. Demonstrali că sumele lungimilor laturilor opuse ale 


rem 


unui patrulater circumscris unei circumferinte sînt 
leasi. 


construcție rezultă cá 


§ 7. TEOREMA LUI PITAGORA 


UNUI UNGHI 


Se numeşte cosi 


1 H ^ Li ۲ 2423441 2 ^ 1.2 
uui ascuțit al unui iritngnt 


drepunghic raportul catetei 


sinusul unol 


urate către ipotent ac ; 
i : uS APOL triunghi 


(terema lui Pitagora*). Inir-ui 


cu suma pătrate- 


7132321442 Ae ۳ SENS 1 1 P 1 EIE a 
ghiului depinde numai de masura in grade a unghiului si 


3 l^ 1 1 مر‎ 1 ~ ae : .. ۳ 2 : 
HH depinde de dimensiunile triunghiului și de amplasarea 


n triunghi dreptunghic 


lui, adică în triunghiuri cu unul şi ace 11118121 as y Iti CI T irful 1 
| i 3 H3 E dat ci shiul drept C Ducem înălțimea CD din vîrful un- 
cuțit cosinust tui unghi sînt egali dat cu unghiul drept C Ducem înălțim 1 


*T ^ " " 7 
leorema 7.1 


ghiului drept C (fig. 111). 


iitate cu definiţia cosi- 


măsura in a ungh Ă 9۳ 

门 iusului unghiului 

Demonstraţie. Fie ABC și A'B'C' două triunghiuri À 

21 | E : 1 RR و‎ 12 AC 
dreptunghice cu unul şi acelaşi unghi de la virfürile A şi A” cos A 

1 / 11 r ۱ 1C 15 Z 
egal du o ۱118, 110). Irebuie să demonstrăm cà i Z 

—— 
( 4 ۸ 
A'B AE (9) * Pitagora — savant din Grecia 


a trăit în sec. VI î.e.n 


88 


89 


91 


C^ 
| 
+ e 


in cazul al doilea se obţine același răspuns. Efect Ii cal 


itectuaţi cal- 


Fie ABC un triunghi dreptunghic cu unghiul drept C şi 

o hi 76 it da 1 virf 4 "To 1 ` |! (fic f 7T 
unghiul ascuţit de la virful A, egal cu a (fig. 115). Conform 
definiției cos Ste egal cu raportul catelei 
ghiului o, căt 


alüturale un- 


> ipotenuza AB: 


Se numeste 


D 


raportul 


sinusul 


Deoarece cos a depinde numai de mărimea unghiului, atunci 


sing depinde numai de märimea lui. Mai departe 


n( 
Bí 
ica E. » 
g ; 
AC 
aici se vede că şi tg ai de mărimea un- 


hiului. 

Din definiția sin a, cosa si tga obţinem următoarele 
eguli: 

Cateta opusă unghiului a este egală cu produsul ipote- 
nuzei prin sin û. 

Cateta alăturată unghiului a este egală cu produsul ipo- 
tenuzei prin cos a. 

Cateta opusă unghiului a este egală cu produsul catetei 
a doua prin tea. 

Aceste reguli ne permit, cunoscind una din laturile unui 
triunghi dreptunghic si un unghi ascuțit, să aflăm celelalte 
două laturi; cunoscînd două laturi, să aflăm unghiurile as- 
cuțite. 

Problemă (31). Într-un triun: 


ghi dreptunghic sînt da- 
te ipotenuza c si unghiul ascuțit a. Afl: 


111 catetele, proiecţiile 
lor pe ipotenuzá și înălțimea coborit pe ipotenuză 
Rezolvare (fig. 116). AC=ABcosa=ci 0S a; 
BC= AB sin a=c sina; BD— BC sin a—c sino 
AD= AC cos a—ccos?a; CD=AC sin a=c sin a cos a. 


Din aceste expresii se obțin următoarele relaţii: 
17 P CEI یب‎ ¬ i SR 
AC = V AB. AD, BC- V ۰۰, 


E folositor să memorizăm aceste relaţii. Ele se exprimă 
prin cuvinte astfel. 


= VAB.BD. CD 


Cateta unui triunghi dreptunghic este media proportio- 
nală dintre ipotenuză si proiecția acestei catete pe ipote- 


nuză. 


Înălțimea triunghiului dreptunghic coborită din virful 


unghiului drept este media proporțională dintre proiecţiile 


catetelor pe ipotenuză. 
Denumirea „medie proporțională“ este justificată prin 
faptul că numărul x=Vab este termenul mediu al proportiei 
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42. CUM SE 


ˆ©ñitrd In g, 05 S1 ( it (12 Cic 
Aceste table ne permit dupá ungn ۱ S ilam si 
COS ơ le 5111 0 (5 0, iff 0 Ham 
ungh ì cum se folosesc aceste table 


sin 22°36, cos 6820, 
C 
unghiul x, dacă sin x—0,2840; sin x—0,2844; 


cos x=0,2710. 
Rezolvare (vezi tablele lui V. M. Bradis, pag. 53). 
1) Să găsim sin 22%. In prima coloană a tablei căutăm 22°. 
Apoi mişcîndu-ne pe orizontală alături 
dem numărul 0,3746, Acesta 
Să găsim sin 22 


coloana a doua ve- 


e sin 22” 


Din nou căutăm 22? în prima co- 
loană. Apoi mişcîndu-ne pe orizontală pornind de la 22 
căutăm coloana care are sus notat 367. În această coloană 
se află sin 22°36’. El este egal cu 0,3843. 

Să gásim sin 5 
tiplul lui 6 s 
rul 36. Gásim 
Corecţiile de 1", 
tablei. În rîndul unde este 2: 


numărul 


piat de 38. Acesta e numă- 


el coreclia de Z2. 


date ele trei coloane ale 
) 


9 


g corectia de 2“. Ea 
este egală cu 5. Acum găsim sin 22°38’ = 0,3843 + 0,0005 — 
= 0,3848. 


ă găsim sin 22°41’. Căutăm sin 22°42’ si scádem co- 
recția de 1“. Găsim sin 22°41“=0,3856. 

Valorile cosinusului pot îi obținute cu ajut 
sinusurilor folosind egalitatea cos a=sin(90”—a) (ea va fi 


70 


demonstrată în teorema 7.3). 


ă cosinusul poate fi găsit 
ăm în coloana a patra din 
dreapta tablei 68%. Alături de el în stînga este numărul 
0,3746. Ace: (vete cos 68°, Observăm cá cos 一 cos(90 一 
— 22”) = sin 2 ar sin 22° de asemenea este egal cu 0,3746. 

Să găsim cos 68°18’. Căutăm rîndul unde este 68, Ne 


şi direct. Să găsim cos 68”. 


— a NICE AERE 


一 -一 一 一 一 =- 一 一 一 一 一 一 一 一 = 一 -一 一 :一 


al apropiat numar este 0.284 


Dacă adunăm coreclia de 


41n pe ace 


astă 


găsim cos 68° 


t- 0,0003 = 0,3684. 


了 Sera PE RECS "T. 

Lucrind cu coreciiile trebuie să avem în d i 

f 1 
1 1101041 cini Ii aa اد‎ j 
=hiulu 111115111 se maresti COSiñu S 1 
3 
"i teore 
Orc ne price- 
‹ c la 
AD 
ca Si 
Qg îlă $n r^ 1 i 

ar se allă în rîndul este 16۴ si în 0 

= L 2 TU~ 


1 


p: 1 ` 
"Ha ¢ c 
ia Ge 2 


= 34-221 
ajütorui 
după va 
95 


سني 


: bị 14. VALOR < SULUI LUI 
efeaiaB ¿4 ۲ Lea a e te VALU S Y : LUE 
Luám un triunglfi dreptu arbitrar cu unghiul d zi 
4 t CT "A TF Y ۷ ۱۲ ( 
c 5 7 1 "I TA NIEI U IN V IN 
de la viriul egal cu o (fig. 117). Conform teoremei lui ụ y ۳ 
Pitagora pi "e 
itagora Ieorema 7.3. Pentru orice 
EE A 2 ^ ۱ 
نیال‎ AB*. ۳ sin(90?—29) —cos ơ, cos 
fmpär{im ambele pă ile egalităţii | B?, Obtinem 1 1 noe | j | hi 
arii € lo pé 1 gi a A ۳۱101 monsti ۱1 € Fie ABC un riuünen areptung nic 
* 
Bí › mio Í h 1 E 1 ۲ A f 110) 1 i hil ¬2©( 17 
BC | AC \ 1 1 5 to riul A (tig. 119) \unCI i 111111 ( Li 
| r | A A f^ f 1 1 
AB | AB | de 1 virful B € l cu 90 «Oi, ۲ 101 171 1 
; BC ( VEO. 14 AC 
insa 111 Ơ, x \SađaI sing e ( se 
AB iB : 1 : 
bs pum | 
»1 Á 1 ê n | 
IHI ) ai G() O) € 
۱ ` 1 12 
í o identitate. Ea este adevarata j 
Din egalii ( Got c treia ob 1 
1 lentitatea a ua, impaàrhm ambele ۱ 0 ( 
< $ 
4 - ‡ n ) e ۷1 Li ^T ۳ D A 4: 1.17 
)){1HUY( la ›s“œ. QObtinem: DFlina si ce i ) {t ralitat obiinem 
| 
p 
› h % 
ma demon a 
Dacă ia insa ampel parți al 1deni tit sil nusul ( 7 ƒ 7 un 1۱131 | 
5 Jd iii Ct 
وم‎ i obtinem a treia identital n ; Hic | 
SID 0 COS"Q 1 ODIIHCIH a 1 10€GHiHtatt i ceasta consti ün ireptung hic | 
i | 
i cử til i 119) ighi ascutit esf 
1 1 1 zd cel, Fie ca- 
tơ? in | de a Ĩ nea de le aceea t CSL iN 6 Li. và 
: : : , 
1€ tor 1 a 111 1 ۱ ( ( H 
'unoscínd una din valorile sin 0 Ề ۳ 
= T7 Y 4 
COS Sau tơ A asım p celelalte i | i 
o E d ` pi $ 
; i la 
3 d 
oblem Uu) Caiculal alorile i ) i ri 
5 سه‎ 
111 1 Uá COS U - ۰ 1 f ۹ & 
› 
) | 
i ۱ ۳ m 119 
: ^ezo] e SIH“( ۱ ۱ Fig. 118 rig. 113 
Fig 1 17 (£ J1 1 211i $ BE 
| » p ی‎ 07 
7 Comanda 7 di 


e 
i] 
سے‎ } 


A8 tetele tri ului egale cu a. Conform 
آل من‎ -emei E † 
w- 1 teoremei Pitago ipotenu este 
۱ ay2. Găsim; 
۸ sẽ 
Sd | si ۳ XE 1 — : 
M. | ay? 4 Eus 
| < 2 
^ 0S4! 2 A NR Mm ۲ ی‎ y2 
Fig. 120 ۱ 
tg 45°=—==l. 
a 
oa gi 


Luăm un 
me 


unghiul 


› 
2 
Ty 
> ۱ ay 
AD [_a dia 
L Y 区 ee 十 
V9: ] 2 
۳ 
Dat 
JC 
- 1 S 
Á a | 2 
eia AA | A V7 
SII DU = ( — ( S d = yo H 
m 7 
1 
: 1 
H "S UT e sai xã nỗ l 
in coniormitate cu teorema 7.3 
1⁄5 1 
sin 0 30 E 4 os Gí sin 30 £ 
m 
2 1/3 
Vo. 
e UADIATIA <€ EG 
45 VAKI 1 Ũ ` ( 有 Ui y 


111 ۲)111111 as 


98 


وا 


۲ 


SME le : : 
Deoarece tg a= ——— si sina crește, iar cos a descreste 
COS a 


la creşterea lui a, tg a creşte la creşterea lui a. Teorema e 
demonstrată, 


46. INE GALITATE/ 


acá punctele A si B sînt diferite, se 
1 F 
lungimea segmentului AB. B 


۳ وه‎ dintre ele se acceptă egală cu zero. 
Se numește inegalitate a triunghiului proprietatea distan- 


telor dintre trei puncte care se exprimă prin următoarea 


teoremă. 

Teorema 7.5. Oricare ar fi trei puncte distanța dintre 
oarecare două din aceste puncte nu e mai mare decit suma 
distanțelor de la dis pînă la cel de-al treilea punct. 

Demonstraţie. Fie A, B, C trei puncte date. Dacă 
două puncte din trei sau toate cele trei puncte coincid 
afirmaţia teoremei este evidentă. Dacă toate punctele sînt 
diferite şi aparțin unei drepte, unul din ele e situat între 
celelalte două, de exemplu B. În acest caz AB+BC=AC. 
De aici este evident că fiecare din trei distanțe nu e mai 
mare decît suma celorlalte dou 
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Fig. 122 Fig. 1 
Admitem acum 
122). Să 


diculara CD pe dreapta AB. 


purictele nu aparţin 
AB<AC-+ BC. 


Deoarece într-un triunghi đret 


c 
n 


unei drepte (fig. 


Coborim perpe 


demonstrăm că 


n- 
yt- 


f 
i 
BC 


unghic cateta e mai mică decit ipotenuza, AD<AC, BD<BC 
Conform celor demonstrate AB<A1D+BD. Prin urmare 


<AC+ BC. Teorema e demonstrată. 
Observăm că în cazul cînd 


punctele nu 
drepte în inegalitatea 


triunghiului av 
Aceasta înseamnă că în 
mică decit s 


aparțin unei 
em o ورس‎ strictă. 
orice triunghi fiecare latură e mai 
lalte două laturi, 

Problemă (70). Demonstrali că orice coardă a 
cumferinfei nu e mai mare decit diametru şi este 


diametru numai atunci, cînd ea însăşi 
f 


o] 
suma celo 


cir- 
egalä cu 
este diametru, 


Rezolvari (lig. 123). In virtutea inegalitátii tri- 
unghiului AB< OA 2R si dacă centrul O nu apar- 
ține segmentului galitatea est. E 


Egalitatea 


are loc centru, 


numai în cazul, 
este diametru. 


cînd coarda trece prin adică 


ÎNTREBĂRI 


REPETARE 


1. Daţi definiţia cosinusului unui unghi 
ghiului dreptunghic. 

2. Demon: Slrali cà cosinusul unghiului 

masura in grade a unghiului 

l 


ascutit al triun- 


depinde numai de 


3 teorem: lui Pi agora 
4. că într-un triunghi dr« eptunghic ipotenuza 
lecit catetã 


9. Demonstrati că 


nghi ascuţit 
6. Demonstrati cá da« 


ise la o dreap- 
e mai mare 


pentru orice 


100 


1 j unt H ill as iit 
4 gi A et no 
d 1111 ce rn a iH 4 ut 
"c 4 mor! 
Cum s (1۲1184 o cateta 4 011 
` wnohi aeontit prin 
ipotenuzá si un unghi ascuţit, prii 


şi cealaltă catetă? 


Explicali cum se gases! 


tabla 


unghiului dat. Cum Cc en 

si tangentei dat: AR 
iu i cum se pás blă unghiul dacă este dat 
Explicaţi cum se 4 g 


sinusul, cosinusul sau tangenta lui. 
Demonstrati identitățile: sin ECoS“ơ= 1 
| Í 1 
1 n | = 
j +i = وس‎ TU 
a: 


jin a. 


iusului si tan- 


unghiului 


ehiului" 


Demons al riunghi fiecare latura e mai 28 
De sti dl L $ ` 
i 1 lati 
decît suma celorlalte dou ituri 
EXERC I 
3 
B 1 i: 5 a FH ¬ a t ( 11 cu 
Consirui(i un unghi, cosinusul căruia 3 
S Un t cosinusul cáruia este egal cu: 
4 € OR 
1) — ) ( 3) 
) 


Două 


CU ó 


Diagonala unui pătrat este egală cu a. € 


latura pătratului? 


ISOS- 


înscrise r şi raza circumfe- 


circumferinței 


un triunghi isoscel cu b: 
> 13 cm 

iic ipotenuza este egală cu a, 
| doilea unghi as- 


8 


e 


IS X —( 


rile sinusului s 
9| 9493@⁄. ' 700297 
2) 24°36; 3) 3 


a unghiului 


35. Găsiţi din table valoare: 
| 2) 40۳40: 3) 50?30'; 4) 


iului de: 1) 10% 


, 


| Ineori 
latura di 


care nu este ne 
ză, iar celelalte do 


isoscel 
numesc 


38. Raportul ‹ 
1 cu 19:28. 


= 


p S 
ui triunghi d 


Aflati unghiurile lui. 


43. 


44. 
45. 


48. 


Laturile unui dreptunghi sint egale cu 12,4 si 26. 
ul dintre diagonale. 
` "1 1 114 4 v "11 
۷ 1161616 unti romi ill Caiz Cli 
11110111111116 iu 
: 
Latura uni ۱1111 | S4] | Iñ 
A f1 2 
11211 ungi 


la circumferir £ 
enit dintre el 


soarelui « 


ade ináltimea 
orizontu 
Baza unui triunghi dr 
Aflaţi latura laterală. 

Aflaţi laturile şi unghiurile ascuţite necunc 
triunghi dreptu ic d ătoarele d 
1) după două ca 


€ 


GREC AGRAR 
c=4, a= 50°20; 


`“ b 
iorina c 


4) sin u—sin a cc sinta-F costa- 2 sin?œ cos? 
R tey 1112 2 ^re ۰ 
) ig sing a+ tga cos?ơ 
I: e 
` € a 
sın“ "EJ 9) 
sin a si tơ a, dac 
Si Uu 3 t U; Uata 
c) cos a= ) cos a— )) cos &— 0,6. 
Afi 1 n: 
Atal ( 0 ica 
۰ Y tU 
1( sina - 2) sin q= —; 3) sina 
41 


cu înălțimea de 7 m constituie 


aza R a circumferintei 


mare de la bazà este 
baza în părţi de 20 cm si 


| x 
| 3. iar 
| lati 
alte laturi ale triunghiului. 
4 onala unui drept i | 
cît din laturile 
民 H = a! n d 
9. unui romb sint eg: 


P. 
۲۳) 


( sina 一 r5 NP => A 


0,74; 


Q 
8 0 
کد‎ 1 0 0— 

" di m 


C unghiul A e mai mare 
e mai mare: AC sau BC? 
C cateta BC e mai mare 
mai mare: A sau B? 

laturile egale cu 3 m si 7 m. 


T 


60. Demonstrati cà ‹ 
pe laturile 


două puncte 
mare decit cea 


dintre oricare 


inui triunghi nu e mai 


»1 ^ 125 PA: 1 " 

| mai mare din laturile lui. 
> 2۹ n cip ati ati n > ^ it = ۳ ` 
61. Demonstraţi că pu A, B, C aparţin unei drepte, 


dacă: 
1) AB=5 m, l 
SITE AC=6 


xală cu 1,9 m, iar al- 
a, ştiind că lungimea 


| 105 


72. 


106 


"1 T COUP A ۳ م‎ 
۲111118 111111111 ADU 


isuma laturilor 


3 ler ۶ 
timor 1 


Demonstrati cá într-un 

micá decit se miperimetrul. 

j că orice coardă a circumferinței nu e mai 
l oală cu diametrul numai 


mare 
atunci, ci 
În interioru 
punct la dis 
cea mai mic: 
circumferinței. 
în afara unei circumferi 
la distanța d de 
mai mică diste 
ferintei. 

Pot oare să se intersecteze 


^œ = { ۳ 3 41 1, 
rora se află 2 distanța de 


R e luat un punct 
ea mai mare si cea 
la punctele circum- 


8 cm şi ۱1 cm? Argumentaţi ri 
Dot : là 1trele că- 
rot oa eie, cen ele Cá 


da 


1 

re sã se intersecteze 
Ta 3 ctn 

f ۲۸2616 Sint ade 


află la distanța de 
6 cm si 12 cm? Argumentați ră 
Demonstrati cá în problema 

tuate una m afara celeilalte, 
ferin{a cu raza de 6 cm e 
rintei cu raza de 12 cm 

Pot oare să se intersecteze 


R, şi cu distanța dintre centre d, dacă Rı+ Re <d? 


'cumie: rin{ele sînt si- 
problema 74 circum- 
interiorul circumte- 


circumferinţele cu razele Ri 


0 


natelor 


valoarea 


orizontală) se numeşte axa absciselor, iar 


taf 
etor 


iecărui punct A al pl 
pereche de numere — ce 
ordonata (4) în conforn 
in punctul A ducem o 


(fig. 125). Ea intersectează 


4 3 
Ordo- 


într-un | 


Ax. Abscisă a punctului A vem numi numărul x 
3 


absolută a căruia este egală cu distanța de la 


NES EU lúc, f3 TA: 4 ۳ زا تست‎ aha Daia da 2 1 
punctul O la Ax. Acest număr este pozitiv dacă A, aparţine 


selor 


Dacă punctul A aparţine 
۳ ac 


Ordo: c 


n punctul A ducem o 


1 ۱ و۰ 
ca {4 este egal cu‏ 8111 ۱1061۲ 


pozitive, negativ dacă 


niaxei nega- 


lor y, conside- 


CSi 


› egal cu zero. 
(y) a punctului A se 


în mod ana- 


cu axa absci- 


axa ordonatelor y 


net 


3 rÀ 
| i 
L] 
( +} 
9*7 
ج‎ 
X 
iv 
= £ < 
才 一 》 
15 ۳۹ 
I ig. 124 126 
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1 
1| 001168 — oraornata 


te împart planul în patru părți 


126). În limitele 


ionale se păstrează si au 
cate in ۰ 


axei x 


Punctele 


(axei absciselor) 


punctele axei 


abscisa si ordonata cu zero. 


valorile ii 


unui cadran sem- 


di- 


۴ 1 1 alo 
au ordonatele egale 
y (axei ordonatelor) at 


zero (x=0). Originea coordonatelor are 


Planul pe care sínt introduse coordonatele x si y in mo- 


dul descris mai sus se numeste plan xy. Un punct arbitrar 


pe acest plan cu coordonatele x si y uneori va 
y): 


Coordonatele x, y 


simplu (x 


introdtise 


pe plan se 


i 


fi not 


at 


numesc coordo- 


nale carteziene după numele savantului francez R. Decartes 
(1596—1650) care pentru prima dată le-a folosit în cerce- 
tările sale, 

Problemă (9). Sînt date punctele A (—3, 2) şi B(4, 1). 
Demonstra(i că segmentul AB intersectează axa ۷, dar nu 


S SUPE 8 
intersecteaZza axa x 


ap 
al 


Rezolvare. Axa y imparte planul xg în două semipla- 
ne. Într-un semiplan isele punctelor sînt pozitive, i 
| 5 DŨIHC(CIOF A Sĩ 
le în 17 
1B intersectea 
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sînt pc zitive 1 
t 
j| D ac 
1 e atia 
/ NU 4 


48. COORDONATELE 
MIJLOCULUI UNUI SEGMEA 


| N f 
` 
t: - 275. E N 
Fie ۸), Yi) sả. 12) d uă IN 
puncte arbitrare si C(x, y) mij | NB 
locul segmentului AB. Să aflăm | | ۱ 
f Aare i G : 1 A44. I PO: | | 
| coordonatele x si y ale punctului e, DAI, 
^ ` ۰ A ۲ n 1 EE e 
C. Să considerăm la început ca- Uj A, y Bj ^X 
zul cind segmentul AB nu e pa- Fig. 127 
ralel cu axa y, adică xiz&xs;. Prin 
| punctele A, B, C ducem drepte paralele cu axa y (fig. 127). 
Ele intersectează axa x în punctele 4;(x¡ 0), Bi(xo, 0), 
| Cı (x, 0). Conform teoremei lui Tales punctul C; este mijlo- 
cul segmentului AB. 
| . 


Deoarece 


punctul C; este mijlocul segmentului A,B,, 
|. De aici 


avem A4,C; — B,C; si deci |x—»xi| = |x—x» rezultă 
fa Sau X—Xi=X—X› sau x—x = —(x—x3). Prima egalitate 
l e imposibilă, deoarece #¡z<x;. De aceea e adevărată egali- 
: tatea a doua. Dar din ea se obține formula 
Xx "f X5 
,تلد دوز‎ 


T» 


Dacă x;=x¿, adică segmentul AB este paralel cu axa y, 


toate cele trei puncte A, Bi, C, au 
Deci formula rămîne adevărată 


una si aceeaşi abscisá. 


y 


sı in acest caz 


Ordonata punctului C se afiá în mod analog. Prin puncte- 
le A, B. C se 


2 duc drepte paralele cu axa x. Se obține for- 


mula 


| Problemă (17). 
mului ABCD: A(1, 0) 


Sînt date trei virfuri ale paralelogra- 
H(2; 3), C(3..2Y, 


۳ Aflaţi coordonatele 
| celui de-al patrulea vîrf 


D şi coordonatele punctului de in- 
ersectie a diagonalelor. 
Punctul de 


Rezolvare. intersecție a diagonalelor es- 


te mijlocul fiecăreia din ele. De aceea el este mijlocul seg- 


nentului AC si deci are coordonatele 


۱ د‎ 0-9 
i Ó Ut 
| ج‎ — 2. y = 一 一 =] 
2 2 
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" 


| 
9 
~ 


De 161 A 2 y = i 
4 D DINI 
Fie date pe Ua p A, cu coordonatele 
*t Ui Şi A» cu co ` X», 


exprimăm distanța 


$2 bs PST `. c X Pin aurai oa ate x verde 225 
unire punctele A, şi A» prin coordonatele acestor puncte. 


Să considerăm la început ‹ Xi SỈ iz. 
rin punctele A, si A, ducem alele cu axele de 


oordonate si notăm prin A 


unctul lor de intersecție (fig. 
128). Distanţa dintre punctele A si A, este egală cu | yı- zz | ， 
iar distanţa dintre punctele A şi A te egală cu | ,او‎ 


Aplicînd triunghiului dreptunghic 


AAA, teorema lui Pita- 
zora, obținem: 


d? — (x,—x;5)? 


1 fiind distanta dintre punctele A, si A». 
Desi formula (*) pentru dist 


P. PETS ia nni جر‎ ST ONE. 
dedusă ie noi presupunînd cá 


dintre puncte a fost 


YY, ea rămîne ade-‏ رد 


varatà 


itunci d 


Același rezultat se obține şi 
lin formula (* 


alog se consideră cazul cînd 
Cx 


=y: punctele A, si As coincid 
formula (*) obţinem d=0. 
Problemă (27). Găsiţi pe 


Rezolvare. Fie ( 0) punctul 
căutat. Egalind distanţele de la el 
pînă la punctele date, obținem: 
(x—1)?4- (0—2)?=(x—9)? 

De aici isi 


50. ECUAŢIA CIRCUMFE 


ROOF G 


fi 2 7 8۱2 2 (*} 
(x—a)?+- (y—b)? — R*. i 


orice punct A coordonatele cz 


aici că 


intei cu centrul 


Menţionăm că dacă ceniru al circumferinței este origi- 


nea coordonatelor, ۱ circumferinței are forma: 
Y /2 一 R2 
por 一 R E. O ON T e irci 1 _ 
mă (33). Care este condiția pentru circun 
` si tar intra nire c să se in 
: ) tif +tolor 
re, F sĩ O, ntrel ircumferintfelor 
¬ - 4 $a es 
nctul O drepi originea sistemului ca ian 
. A 1 (0) 1:0 «omiaxvx-^ 07i- 
de coordonate, iar semi ipta QOQ; drept semiaxá pozi 
1 ۱ 
Va 7111 Í | 
„2 5 f M 
in pl | ( —( J t 
In : 1 H 
Vaca 1۳ 1 | 1 
ecteaz 1, €COOTOOI 
۱ 1 
ictului de cii 
nbele ecuaţii Sỉ I 


de ecuaţii (**) 


lulie, adică există x şi 


1 taf 
(01 00۲181616 pun- 


Numărul punctelor 


ersectează este egal 


(9€. aceasta 


parte. Obtinem: 2cx—c?— 


Pentru 


Substituind această valoa- 


9 


Q2++02—02 ۶ 
= | 


On 


Zt 


De aici 


partea dreaptă a egalităţii ca diferența pătratelor. 


一 一 (22£@+@“ˆ+cˆ—öD ) (Zac— Q? — c? -| b+) 
c3 
1 f 
E 9 1 | › X9 
— - | (&4- cy 5b* | |ð?—(a— cy M 
> 
ic? | | | 
] 
— (a b+-c)(a b) (t 0 (b—a-+c). 


pozitivă si, prin urmare, sistemul (**) 


ACCSILa vol 


c; pes g 
91 80111111 de 


are )lutii. 
4 3 "n 307 e H 
lele se intersectează 


Dacă 


十 了 一 人 este egal cu 


din fact 


sistemul 


cel 11 


**) are o singură so- 


~ q وت‎ 1015 


Circumferinjele sînt tangente (fig 
unul din factorii din partea dreaptà este 
(**) soluții si 


lutie. 


nu are circumterințele nu se inter- 


( i t pe ...... A = 
(ilg. 1 JL 11 negativi, deoarece 
۱۲ 1 ste vadit poziti De 
VAt 1 l +1 
exemplu, dacä 0 1 ste 
۱ hM 1 
(a-4- c—b) (a-- i insă e imposibil. La 
fel fi 1 1 C 
adai b C este fi are 
Gt St i 2 
VIAL 
i “ ae nt UA 'g- 
ý 
Él ۶ , ۸ 1 ' Ue 
Hg acest 1 le tzai tỉ două 
e ỉ & $ t ate 
Ci Firn 5 G tL 
ECU DI TEI 


1 1, "PT ۹ "z ¿ 
1 i rice Ct donate í ne 
y are ( 1 orma 
1 L PY -H-E = 0 ) 
3 t 7 
i o drezi rară pe f | xy. Ducem o di à 
£ $ i a 
1 
{ | i ( i Î € ;,unein f 
† TENE ` h 
۱ IñCTfUI sec › ) ( | h seemen 
C ì ۱ 
< A 3 
ȘI UA | 


comanda Ne 7 113 


Fie a, by coordonatele punctu- 
lui A, şi az, bz coordonatele pun- 
ctului A; După cum ştim orice 
punct A(x, y) al dreptei h este 
egal depărtat de punctele A, şi A». 
De aceea coordonatele lui satisfac 


cuaţia 


(x—ai)?+(y—bi)?= 
= (x—a3)?-4- (y—b:)?. 


Fig. 133 


Reciproc, dacă coordonatele x Si y ale unui punct oare- 
care satisfac ecuația (**), acest punet este egal depărtat 
de punctele A, si A, şi deci aparține dreptei h. Prin urma- 
re, ecuația (**) este ecuația dreptei h. Dacă în această 
ecuație deschidem parantezele si trecem toţi termenii ecuației 
în partea ei stingá ea ia forma (*): 


2 (aaa) X 4-2 (5j — 5) y 4- (ait bp—a03— 62) =0. 


Atirmaţia e demonstrată. 

Problemă (47). Compuneţi ecuaţia dreptei care trece 
pria punctele A(—1, 1), B(I, 0). 

Rezolvare. După cum știm ecuaţia dreptei are for- 
ma ax+by+c=0. Punctele A si B aparțin dreptei si deci 
coordonatele lor satisfac această Substituind coor- 

eptei, obținem: 


Din aceste ecuaţii putem exprima doi coeficienți, de exemplu, 
a şi b prin al ireile —2c. Substituind aceste 
şi b în ecuaţia dreptei, obținem: 


c 
y 
* 


wy | 人 
۷ 51011 aie 1111 g 


T 9 ^, سب‎ ( 

cx—2c/+:c=0‏ کت 

` 4 A t FORF 
Prin c putem simplifica. Atunci obținem 
—àX— 99 4- 1-0, 


1 a وم‎ TE l-antat nq¬an¬ae‡e 
a esie ecuatia dreptel noastre. 
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C 


anumită formă particulară. 


să astfel: 


1. 


(1 
a 
f 


a=0, b0. În acest caz ecuația 


h ede ata 
Așadar, toate puni dreptei au una şi aceeaşi 8 
y i 
(———), prin urmare, dreapta este paralelă cu axa x (fig 
img dd 
134, a). In rticular, dacă si c=0 dreapta coincide ctt 
xà x. 


tod nalog 
moa ۰ 


şi coincide cu 


y=— x 
LA 
" « 
7 1 ¢ T si 
notind— — =k, - ( avem 
b b 
ij RE j 
clarificàm sensul 


— 


` g (Xa ; VĂ ) 


"^ 
^ 
—h 


a) b) | 


\ 


ecuație. Luăm două puncte pe dreaptă A(xi, yi), B(Xxs, Y2) 
(xı <x»). Coordonatele lor satisfac ecuaţia dreptei: 

Rxs-t q.‏ ولا q,‏ 6-1 لا 
Scázind aceste egalitáli parte cu parte, obținem: g?—gi—‏ 
—Rh(x»—x,;). De aici‏ 


الام 


Kat, 


In cazul reprezentat în figura 135, a, = ig a, 
: Ya—#\ d 
xo vay nj. 2 yo—»i 
In cazul reprezentat in figura 135, b, 一 一 ——tga. 


Asadar, coeficientul & in ecuatia dreptei cu precizie de un 
semn este egal cu tangenta unghiului ascuţit format de 
dreaptă cu axa x. 

Coeficientul & în ecuaţia dreptei se numeşte coeficient 
unghiular al dreptei. 


53, INTERSECTIA UNEI DREPTE 
CU O CIRCUMFERINTA 


Să examinăm chestiunea despre intersecția unei drepte 
cu o circumferință. Fie R raza circumferinței și d distanţa 
de la centrul circumferinței pînă la dreaptă. Considerăm 
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LU ^ 
di y j UA 
۳ TUR LU vs TEM o 
Z =] Ẩ>a —— = 1 & 1 #<f 
"d | N 3 ˆ { I ps | 
N ۳ | | | 
/ p ad Aa f NỈ d | 119 
Ån 2f | | | NT. 
| 01 lạ Í y. P و0 س 4 سس‎ 
\ | / \ | | 0| RÎ 
1 PA ۱ | j ۱ tä 
: | SS 
| 
a) i bj | c) | : 
| 
136 | 
i , : à š 
11111 Cil miet ۱ t origini coordonateloi iar o 
reapiă perpendiculară pe « pta dată drept axa x 
(jig. 136), Atunci ecu 1118 circumierintel este x?-L- g? =R? 
ap nina tie 1, 1 H p rƒ D To 1 4 1 i 1 
ar 60۸2114 arepiei x=4. Pentru ca dreapta si circumferinta 
Li ý z ^ xS 
a se intersecteze, e necesar ca sistemul de două ec 
po 
X y I a 
alba 5011| 5i reciproc ri oltlie a acestu iste 
dz H : 1 ¬~ 
da 1 1 1 nit u ae ini tie a rep- 
i 
CU 06111111 11 R | i ist ui nostru o inem 
! ug 
, 
| , 
Din expresia 1 | vident 18 mul are dou 
: é 
۱۱11111, adică « 1 3 t à i 11 d 
$ tie, t 1 ( ( H ì In eur; 
Uri 
۱ : 
: e E | i ) d), 
i ul ۰ " x 
( ] € 12 
f { ot ۱ 
i 3 JL cos . 
| JI, COSII ILUI 
€ f^w Y» چم‎ 
۳ | | ORICE UNGHI 
LA | 180° 
1 um iusului, cosinusului si langentei 
` 11 چ‎ E 
| 
Lt itru ungi 1 utl cum moi 
LỊ nen i j a ie 114111 pe 
) > i Li 1 X LU 11 11 OT] 11 1 
Y Fi E 
) ) ( € 11942 OZlíl- 


à x unghiul a in semiplanul de sus (semiplanul unde 
>9). 


Fie x şi y coordonate 


sin a, COS 0, 
şi tga pentru unghiul asetti a se exprimă prin coordona- 
tele punctului A si anume: 


J x : y y 
COS œ— : sina = -—, toau — —. 
R R i + 


Definim acum valorile sin a, cosa şi tg a priu aceste for- 
mule pentru orice unghi a. (Pentru tg a unghiul œ=90° 
exclude.) Din această defin 过 ie rezultă cá sin 90? = 1, cos 90°= 
=Ú, sin 180*—0, cos 180*— —1, tg 180°=0, Considerind că 
semidreptele care coincid formează un unghi de 0° vom avea: 
sin 0*—0, cos 0°=1, tg 0°=0, 

Teorema 8.1. Pentru orice unghi o, 0°<a<180°, 
sin(180^—a) = sin a, cos(180%—a)=—cosa. Pentru unghiul 
4-90* avem tg(180?—a) = —tg a. 

Demonstraţie. Triunghiurile OAB şi OA,B, sint 
egale după ipotenuză şi un unghi ascuţit (fig. 138). Din 
egalitatea triunghiurilor rezultă cá AB— A, Bi, adică y=yı; 
OB—OB, prin urmare x=—x¡. De aceea 


^ / / ۰ 
sin (180?—a) = Zi کے‎ x = sin a, 
R R 
x —X 
-— a) L.— = — COS Q. 


R R 


ono 


cu , parte egalitatea sin ES 0 —2a) =sina la 
=—cosa obținem: te 
=—ig a. Teoredia e demonstrată. 


۱ 
egalitatea 
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ÎNTREBĂRI PENTRU REPETARE 


Explicali cum se definesc coord 


semne att 


Cu ce sint eg punc 

1 
de t ( 1Í OTU 
pe axa absciselor? Cu ce sini 
cinii coordi “A 
Deducel tru coordonatele mijlocului unui 
Deduce 1 (Tt Qordonatel mi 


Seg n nt. 


inta dintre 


uri în coordonate 


Ce es te 
n eti ecuați 1 


nonstrati 


ecuația unei drepte în coordonate carte- 
1x 十 bu | c=0. 


ziene are 


۲ ` ۱ + AT! ۱ do puncte. 
dreaptă paral 1 Hu ax X int luati toua | nc 


Ord ta unuia din ele este =9. Cu ce este egală or- 


axa x. 
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18. 


21. 
22. 


Aflaţi coordonatele punctului ei de intersecție cu axa y. 

Aflaţi locul geometric al punctelor planului xy pentru 

care abscisa x=3. 
^41 | 


Aflaţi locul geometric al pưnclelor planului xy pentru 
Car |x =a 


CA ais CHE ul 5 "3 P Y \ T4 ata pi AS 
Sint date punctele A (一 3， 2) şi B(4, 1). Demonstrati că 


SA cz E AD itareantanz X Arre 1 nii ir rconpitoa712 
segmentul AB iniersecteazá axa y ȘI nu intersectează 


axa x. 
Pe care din semiaxele axei y (pozitivă sau negativă) o 
intersecteazá segmentul AB in problema precedentá? 
Aflati distanta de la punctul (—3, 4) lá 1) axa x: 
2) axa y. 

Aflaţi distanţa de la punctul (—3, 4) la originea coor- 
donatelor. 

Pe bisectoarea cadranului întîi e luat punctul cu ordo- 
nata y—2. Cu ce este egală abscisa acestui punct? 
Rezolvaji problema precedentá dacá punctul se aflá pe 
bisectoarea cadranului al doilea 
Aflaţi locul geometric al punctelor planului xy pentru 
care x=y. 

Aflaţi locul geometric al punctelor planului 
care 
Sînt trei viriuri ale paralelogramului ABCD: 
ZU 0) B2, 3). CE 2). Aflati coordonatele celui de-al 
patrulea viri D si ale punctului de intersecție a diago- 
nalelor. 

)emonstra{i cá patrulaterul ABCD cu virfurile în puncte- 
le A(—1, —2 (2, —5), C(1, —2), D(—2, 1) este pa- 
ralelogram. Aflaţi punctul de intersecție a diagonalelor 
lui. 


Aflaţi coordonatele mijlocului segmentului cu extremi- 
tãtie (2, 0) si (0, 2). 

Sînt date o extremitate (1, 1) a unui segment si mij- 
locul lui (2, 2). Aflaţi a doua extremitate a segmen- 
tului. 

Demonstrati că patrulaterul ABCD cu virfurile în puncte- 
le A (4, 1), B(0, 4), C(—3, 0), D(1, —3) este un pátrat. 
Demonstra{i cá punctele (1, 0), (—1, 0), (0, 1), (0, —1) 


xy pentru 


sint virfuri ale unui pătrat. 


23. 


24, 


25. 


Aflaţi distanţa dintre punctele: 1) (1, 0) şi (3, 0); 
2) (1, 0) si (3,0). 
Demonstrali cá distanța dintre punctele (x, 0) şi 


(x2 0) ale axei x pentru orice x, Şi x2 se determină du- 
pă formula d= |x»— |. 

Sint date trei puncte: A(4, —2); B(1, 2), C(—2, 6). Af- 
lati distanțele dintre aceste puncte luate cîte două. 


Demonstrali că punctele A, B, C din problema 25 se 
află pe o dreaptă. Care din ele e situat între celelalte 
două? 

Găsiţi pe axa x un punct egal depărtat de punctele 
(1, 2) si (9, 3). 

Găsiţi un punct egal depărtat de axele de coordonate si 
de punctul (3, 6). 

Care din punctele (1, 2), (3, 4), (—4, 3), (0,5), (5; —1) 


aparţin circumferinței determinate 
= 252 

Găsiţi pe circumferința determinată de ecuația x?4- g? — 
= 169 punctele: 1) cu abscisa 5; 2) cu ordonata —12. 
Sint date punctele A (2, 0) si B(—2, 6). Compuneti ecua- 
fia circumferinței un diametru al căreia este segmentul 
AB. 

Sint date punctele A(—1, — 1) si C(—4, 3). Compunelti 
ecuaţia circumferinței cu centrul în punctul C care trece 
prin punctul A. 

Care este condiţia pentru ca circumierinlele cu razele 
a Si b şi distanţa dintre centre c să se intersecteze? 
Demonstrati că dacă fiecare din numerele pozitive a, b, c 
e mai mic decît suma celorlalte două există un triunghi 
cu laturile a, b, c. 
Poate fi oare construit un triunghi cu laturile: 

1) a=l cm, b=2 cm, c=3 cm; 9) a—2 cm; b—3 cm, 
c=4 cm; 3) a—3 cm, b=7 cm, c—11 cm; 4) a—4 cm, 
b=9 cm, c—5 cm. 

Găsiţi centrul unei cireumierinle pe axa x dacă se ştie 
că ea trece prin punctul (1, 4) şi raza ei este egală 
cu 5. 


de ecuația x?+?= 


Aflaţi coordonatele punctelor de intersecţie a circumfe- 
rintei x?-- y?^—8x—89g--7 —0 cu axa x. 
Aflaţi coordonatele punctelor de intersecție a două cir- 
cumferinte: 

x? -- y? 4- 8x—8y—8-— 0, 

x? 1 y? —8x + 8y—8 — 0. 
Compune{i ecuația circumferinței cu centrul în punctul 
(1, 2) tangente la axa x. 
Compune{i ecuaţia circumferinței cu centrul (一 3, 4) care 
trece prin originea coordonatelor. : 
Demonstrali că circumferința x2+y2+2ax+1=0 nu se 
intersectează cu axa ۰ 
Demonstraţi că circumferința X2+y24+2ax=0 este tan- 
gentă la axa y. 
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4T. Cr 


A 1), B 
48. Compuneti 
cu coordon 
(—6, 2); 3 
49. Cu sinl 
QX- 0t = 1 
sĩ (2, I)? 
59. Cu ce est 
c=0; d 
91. Pentru í 
cen 


) 


mpuneti 
Li Y 


axa 


Folosin 


9. Gompunel 


A 


coordonalelor 


trece 
valoare 
la circumferin 
emonsirali 


se intersec 


trei 


dr 


- ` 4 1 
prin punctul 
ecuația drepiei 
1 punctul (2, 3) 


SI 


prin pur 


lui c drea 


stiind 


sului, 


y 8 
AN- 3 


prin punctele 


2) eos ۰ 


cosinus 
1^36'. 3) 

8) 170' 

pentru 

و اد 


nctelor epi 


ordonate 


( 3x+ 


punctul 


c=0 este ta 
x*—1-—1 si 3x 
1j —3 nu se in- 
- 1 1 
paralelă « 
prin origi- 
tghiurilor de 


ulut 

70°20 
دور‎ 
cari 


` 1 1 » 
sin a=, 90<a<180%; 3) sing=-zz› 0 < 


° ۷ 


<a<180. 


61. Găsiţi valorile cos a si tg a, dacă: 1) sin a—0,6, 0۵ 
) 


e 


` ~ : ۲ 0 ا‎ s12 b > 
62. Se ştie că tg a—— 有 Găsiţi sin a si cos a. 


63. Construiti un unghi a, dacă se stie cá sin a- - مت‎ 


64. Construiţi un unghi a, dacă se stie cá cos a= 


j3. Demonstraji: dacă cos a=cos fj, atunci a=f, 
36. Demonstra{i: dacă sin a=sin f, atunci sau ae sau a= 
= 180?— p. 


$ 9. TRANSFORMARILE FIGURILOR 


€1 
gn 


XEMPLE DE TRANSFORMĂRI ALE FIGURILOR 


Dacă fiecare punct al unei figuri date se deplasează în 
tr-un mod oarecare, obținem o figură nouă. Se spune cà 
această figură s-a obținut din cea dată printr-o transfor 
mare. Dăm cîteva exemple. 

Simetria în raport cu un punct. Fie O un punct fixat si 
* un punct arbitrar al planului (fig. 139). Pe prelungirea 
scgmentului OX după punctul O depunem segmentul OX’ 

al cu OX. Punctul X se numeşte simetric cu punctul X în 

port cu punctul O. Punctul simetrie cu punctul O este 
insuşi punctul O. Evident că punctul simetric cu punctul 
' este punctul X 

Transformarea figurii F în figura F' care transformă 

liecare punct X al figurii F în punctul simetric X’ in raport 


| punctul O se numeşte transformare de simetrie ín ra- 
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"pf |! nl ^fi ( Yn aeoet "ar Trey ile ° ef 六 a 111 Qf 
port cu punctul O. In acest caz figurile F si F^ se numesc 


simetrice în raport cu punctul O 4 fig. 149), 


LX 


Dacá o transformare de simetrie in raport cu punctul O 


| ea se numeşte cenfral-si- 


transferá figura F in sine in 
metrică, iar punctul O se numeşte centru de simetrie. De 


exemplu, paralelogra este o figură central-simetrică. Cen- 


trul lui de simetrie este punctul de intersec 
(fig. 141). 


۵۱116110 tn raport cu o dreaptă. Fie g o dreaptă fixată 


a diagonalelor 


(fig. 142). Luăm un punct arbitrar X şi coborîm per pendi- 


ciliara AX pe dreapta g. Pe prelungirea perpendiculare 


i 
dupä punctul egmentul XX' egal cu segmentul 


D Teza Aa VY CNN s-a T Mia 
۸.۰ Punctul A 58۱11161116 cu punctul A In rapor 


۱ 
n1 Ls { 5 Ƒ £ $ 1 
cit dreapta g. X se află pe dreapta g punctul 


simetric cu el este X. Evident punctul si- 


pe : { yr ov 
11161116 cti ptinctui A este punctul A. 


Transformarea figurii F în figura F', care transferă fieca- 
- A Y al E n 1 Asa zs l > bet rr ۱ 
re punct A al iigurii £ în punctul simetric X' în raport CU 
dreapta £ se numeşte fransjormare de simetrie în raport cu 


۷ ntn - 1 ‡ 
06010 g. lu acest 


az ligurile F si F se numesc simetrice 


in raport cu dreapta g (fig. 143). 


pta g 
g 
— * 一 一 人 v 
Ă | | | | x! Ko — 
| | | 1 
F | Í | | Fi f 
$8 Ó = hs. 


Fig. 145 Eig. 146 


Dacă transformarea de simetrie în raport cu dreapta g 
transferă figura F în sine insăşi, această figură se nu- 
meşte simetrică în raport cu dreapta g, iar dreapta g se 
numeşte axă de simetrie a figurii. De exemplu, dreptele care 
trec prin punctul de intersecție a diagonalelor unui dreptun- 
chi paralel cu laturile lui sînt axe de simetrie ale dreptun- 
ghiului (fig. 144). Dreptele pe care se află diagonalele unui 
romb sînt axele lui de simetrie (fig. 145). 

Problemă (6). Demonstrali că dreapta, care trece 
prin centrul unei circtumferinie este axa ei de simetrie. 

Rezolvare. Fie O centrul circumferinței şi, a o dreap- 
tă care trece prin punctul O (fig. 146). Evident, transfor- 
marea de simetrie în raport cu dreapta a transferă punctul 
C al circumferinței în punctul C', iar punctul C îl lasă pe 
loc. Luăm un punct arbitrar X pe circumferință şi construim 
punctul X', în care trece punctul X la simetria în raport 
cu dreapta a. 

Triunghiurile OAX si OAX' sint egale conform crite- 
viului întîi. Ele au unghiurile de la virful A drepte, latura 
OA comună, iar laturile AX si AX’ egale in conformitate 
cu definiția simetriei. Din egalitatea triunghiurilor rezultă 
egalitatea laturilor OX si OX’, adică punctul X’ aparţine 
circumferinței. Tar aceasta înseamnă că la simetria în ra- 
port cu dreapta a circumferința trece în sine insăşi, adică 
œ este axa de simetrie a circumferinței. 

Omotetia. Fie F o figură dată sĩ O un punct fixat 
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ducem se 


^n 
meaa Pi 
ت‎ A 


| 


un- 


N ie 


۶۲ E ] pozitiv. Tran- 
| f la care orice 
| CR id Care Orice 

XÃ | 


^T i. punct al ei X trece în punctul 
P d LJ construit în modul indicat se nu- 
omotetie în raport cu cen- 
O. Numărul k se numeşte 
TIE HẦM 


Fig, 147 cient de omotetie. Figurile ^F 


se numesc ornotetice. 


Transformarea unei figuri 
mişcare dacă ea păst 
transferă orice două puncte X 
le X', Y' ale altei figuri a 


Notă. Noţiunea de mişcare în geometrie este legat 


de reprezentarea obișnuită despre depl 


re ueplasare, 


bind de spre deplasare ne maginam un proces 


geome ` iniri noi var avoa imr "anta tự T ug 
geom trie pentru noi vor avea importanță numai pozil 
inițială şi finală ale figurii. 

Teorema 9.1. Transformarea de 
cu un punct e 


Demon 


X si Y două puncte arl 


ale figurii F (fig. 148). Transformarea de simetrie în raport 
` VERSÉ. Ta des YacS 2 e daia d Yr) e $ (^ ° 2 

cu punctul O le transferă în punctele X sĩ ¥", Considerăm 
triunghiurile XOY Si 2۳0۲۲, Aceste triungi 1 


iuri sînt egale 


coniorm criteriului întîi de egalitate a triur gfiiuritor.. Ele 
tì 
و س‎ 
| | 
PE | - 
SIN PENES و ا‎ 
۳1 | 5 
| A —— | | سس‎ 
J| X 
Pig. 148 Fig. 149 
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au unghiurile de la viriul O egale ca unghiuri opuse la 
vîrf, iar OX— OX', OY=OY” conform definiţiei simetriei în 
raport cu punctul O. egalitatea triunghiurilor rezultă 
egalitatea laturilor XY —X'Y'. Iar aceasta înseamnă că si- 
metria în raport cu ان‎ O este mişcare. Teorema e de- 
monstrată. 

Teorema 9.2. Transformarea de simetrie în raport cu 
o dreaptă este o mişcare. 

Demonstrație. Considerăm dreapta dată drept axa 
y a unui sistem cartezian de coordonate (fig. 149). Admi- 
tem că un punct arbitrar X(x, y) al figurii F trece în punctul 
X'(x', y') al figurii F’. Din definiţia simetriei în raport cu 
o dreaptă rezultă că punctele X şi X' au ordonatele egale, 
iar abscisele se deosebesc numai prin semn: x'——x. 

Luăm două puncte arbitrare 2۱) yı) şi Xo(x», y»). Ele 
vor trece în punctele X;^(—xi, yi) şi X2?'(—3x», y). 

Avem 


《> 


a sợ cớ" E(0az—:)3,‏ هد 


Xv 2= xi)? + (›—0')? 


De aici rezultă = XX’. Aceasta înseamnă cá 
transformarea de simetrie în raport cu dreapta este o miş- 
care. Teorema e demonstrată. 

Se numeşte rotație a planului în jurul unui punct dat o 
astfel de mișcare în urma că ir rice semidreaptá ce por- 
neste din acest punct se roteste ۷۹ unul Si acelaşi unghi 
în una şi aceeaşi direcţie. Transformarea unei figuri în plan 
la rotația lui de asemenea se numește rotație (fig. 150). 

Problemă (14). Construili un triunghi echilateral ca- 
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lui O cu 607. în acest caz dreapta b va trece în dreapta b’ 

3 : ۱ A ^ 1 " : PE defa] A ` 
care trece prin punctul A Aşadar, peniru a gasi ۷۱۲1۱۸۱ A € 
suficient să construim dreapta b” Viriul A va 11 punctul de 
intersecţie a dreptelor a si D’. 


Pentru a construi dreapta b’ e suficient să luăm două 
puncte arbitrare ale dreptei b şi să construim punctele -în 


care trec punctele luate la rotaţie. Dreapta b' va trece prin 


acesle puncte. 
Viriul A fiind construit, 


cu punctul de intersecție 


construim virful B. El coincide 
a mediatoarei segmentului OA şi 
dreptei 6. Unind punctele O, A, B prin segmente, obţinem 
triunghiul căutat. Rotind dreapta b în diferite direcţii, obli- 


nem două triunghiuri diferi 


> 
œ 


condi tiile prob e 


mei. 


57. PROPRIETATILE 


între punctele A si C punctul B, este situat între puncte 
Ar si Ci 

Demonstraţie. Fie punctul B situat între punctel 
A si C. Dacă punctele Ap Bi, C, nu aparţin unei drepte 
ele sint virfuri ale unui triunghi. 

iceea A G carii 

rezultă că AC< mä- 
surare a segmei 

Am ajuns la lalie a teoremei e 


ctul B, e situat între A, și Ci. 


m 


)Oate 11 5161121 ۱ D; S1 Cj. 1 100 x 
an log d ۲1101151] caza ca puncti Mz P 
C ۰ f 11 1 1 +” 
C; nu poate 11 situat între A ui 
Deoarece din trei puncte Ai, Bu ( Fig. 152 
| g ) 
unul este l uat intre ele] Ite aoua 
cast pune fj 
icest punct poate 1 ma ( mplet demon- 
Ez 
strată 
Din teori i 9.3 rezultă cà fa i dreptele frec în 
: e s. 4 - 4 taf ^ 
&reple, 80 Piele — in serm i e tel i Sef 


exemplu un segment. 


în anumite puncte 


mentul AB trece în 


Y { 4 , 
| il u ( DUI | INCI 
1 1 ۳ i 1 
1 DU | i al gme lận › Ca 
ce în punctul A? 1, pentru 4 
fel r Y nl A} 
ci i 44 i ۱ “\ X Ce TI niul |y. 
| trece în punctul A 
1 midrepte care pleacă din punctul 
A ۱ 
1 iron f m 
fi 1 ni 11 pe aceeasi dreapta | 53) 1 1111 art 
ace nidi e trec în nit midrepte A.B, si ; 
/ FT p 
/ i ۱ 
/ FI Lv | / 
/ — | TI^ / 
[| i i 
l | mt 
; LL مسا‎ A 
۹ „N 
N 2 
+ ۲ A E 
/ — — | ° 
, np I 1 \ 
t 3 
上 153 | 154 
Í 154 
Comanda Jè 7 


Deoarece mişcarea păstrează distanțele, triunghiurile ABC 
şi A1B,Ci sînt egale conform criteriului al treilea de egali- 
tate a triunghiurilor. Din egalitatea triunghiurilor rezultă 
egalitatea unghiurilor BAC şi BA.C.. Prin urmare, la miş- 
care se păstrează unghiurile dintre semidrepte. 

Admitem că figura F se transferă printr-o mişcare în 
figura F’, iar figura F’ se transferă printr-o mişcare în fi- 
gura F” (fig. 154). Admitem că la prima mișcare punctul X 
al figurii F trece în punctul X" al figurii F’, iar la mişcarea 
a doua punctul X^ al figurii F’ trece în punctul X” al fi- 
gurii F". Atunci transformarea figurii F în figura F", la 
care un punct arbitrar X al figurii F trece în punctul X” al 
figurii F”, păstrează distanța dintre puncte şi deci este de 
asemenea o mișcare. Această proprietate a mișcării se expri- 
mă prin cuvinte astiel: două mișcări efectuate succesiv dau 
din nou o mișcare. 

Admitem că transformarea figurii F in figura F^ transfe- 
ră puncte diferite ale figurii F în puncte diferite ale figu- 
rii F'. Admitem că la această transformare un punct ar- 
bitrar X al figurii F trece într-un punct X’ al figurii ۰ 
Transformarea figurii F^ în figura F la care punctul X^ trece 
1 punctul X se numește transformare inversă celei date. 


Mișcarea păstrează distanța dintre puncte de aceea ea tran- 


sferă puncte diferite in [ diferite. Evident, transfor- 
marea inversă unei mișcări > de asemenea 0 mişcare. 


numesc egale dacă printr-o mişcare ele 


Două figuri s 
se transferă una în alta. 

Pentru notația egalității figurilor se 
obișnuit de egalitate. Notalia F=F” înseamnă că figura F 
este egală cu figura F’. În notația ega unghiurilor: 
AABC-AA,B,C, se presupune că virfurile care se supra- 
află pe locurile coresp Panza ore! Jaca 


foloseste semnul 
124 e "mg 
1118111 tri 


pun la mișcare 


ținem cont de condiție 
iy tt prin supri 
cum am in[eles- 
irám aceasta. 


rea lor printr-o mişcare 


pînă acum exprimă unul si Mens 


lucru. Sá demons 


Admitem că triunghiul 
ABC printr-o mişcare se su 
hiul ABC, 
şi anume vîrful A trece în 
virful A, B—în B, şi C i 
Deoarece la mişcare se 


prapune cu tritt 


păstrează distanţele si un- 
ghiurile pentru رم‎ ۳ 
noastre avem AB = ۸۱, 


BC z= B.CŒt\, AC CoAC, ZA = 


—/ C, adică triunghiurile sînt egale în sensul considerat 
pînă acum. 

Fie acum că triunghiurile ABC Si ۷ 
BC=BiC\, AC=A:Cu, ZA= ZA, ZB=/B, 
im cá ele se suprapun printr-o miscar 
B —în B, C în Ci Supun 
sformári de simetrie in 
segmentul 


An j 
au AB — 4A, 


ndiculará pe 


lu 155). Obtinem triunghiul 
acest triunghi simetriei în raport cu drea : 
A, cu mijlocul segmentului B1B». Ob(inem triunghiul 
1 punctele te de aceeaşi parie a 
1 ۰ A ry 1 < s ۰ 221 
dreptei AB, ele deoarece unghiuriie 


~ 


BAC Si BA 


| 
NT a n 
ciad SI întrucît 


C; si Ca coincid 


a 10581 ۵۱ 
Dacă punctele C, şi Ca sînt situate de diferite 


drej tel A,D,, pentru demonstratii 


Transformarea figurii F în figura F' se numeşte fransjor- 


1 e "apr lict T; 
mare de asemănare dacă la această transformare distanţele 


laşi număr de ori 


dintre puncte se schimbă de unul şi ace 


۹ „d 
£ mE Xe + / 
1 À Y " نی‎ Z 
| | « A (k x ku) 
Xi سا‎ A Y 


Leor X N ل )کر‎ 


(fig. 156). Aceasta înseamnă că dacă la transformarea de 
asemănare punctele arbitrare X, Y ale figurii F trec în 


1 
punctele X', Y’ ale atunci ,رد2۲‎ XY şi numá- 
rul & este unul și acelaşi pentru toate punctele X, Y, Nu- 
mărul & se numeşte 


figurii F' 


coeficient de asemănare. Dacă coefi- 

cientul &—1, transformarea de asemănare, evident, este o 

miscare. 
Teorema 94. 


Omotetia este o transformare de ase- 
inünare, 


Demonstraţie. Fie O centrul de omotetie si & 
coeficientul de omotetie (fig. 157). Introducem coordonatele 
carteziene x, y, luînd punctul O drept 
lor. Considerăm 


originea coordonate- 
transformarea la care punctul arbitrar 
(x, y) trece în punctul (kx, ky). Anume aceasta este omo- 
tetia menționată. 

Fie A(x, yı) un punct arbitrar al figurii. El trece în 
punctul A'(Rx,, ky). Dreapta OA trece prin originea coor- 
donatelor şi deci ecuația ei este ax+by=0. 
punctului A” satisfac această ecuaţie, 


deoarece a£x;--bky, = 
=k(axı+byı)=0. Deci, punctul A’ aparține dreptei OA. Si 
deoarece x; şi Rx, Yı şi 


și kg, au acelaşi semn, A” aparţine 
semidreptei OA. Avem: 


OA= V x: E 


Coordonatele 


OA = VU FE —h V XE yà 


De aici OA' — 50A. 
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Prin urmare, transformarea intr-adevár 


| 
| 


o omotetie în raport cu 


coeficientul de 


centrul O si « 


tetie É. 


۴ : 1 1 ⁄ ia B 2À 
Luám acum două puncte rare A(x, gi) si BỊ 12) | 
trec în punctele ÆA’ (kxr kyi), B'(Rxo, kya). Aven | 
4 4 3 | 1 2 
AD* (X⁄a—Xt}” t (Uo t1)“, 
A'B' ( -kx1)? + (Rt 1)? 
2 52 A 
k? [| ) 2 十 (8 g1)?] A1 
De aici A'B' —&AB. lar aceasta înseamnă anume că transfor- 
narea considerată este o transformare de asemănare. Teore- | 


à 
ia e demonstrată. 


Menţionăm ca nu orice translormare de asemănare este 


o omotetie. Dacă supunem o figură dată F unei omotetii, 
iar figura obținută în acest caz F — unei miscări arbitrare 
a rezultat obținem o figură oarecare / Iransformarea fi- 
urii F in F”, evident, va fi o transformare de asemănare, 


transformare de asemănare trei puncte A, B, C situate pe 


) omotetie. 


se demonstrează că la o 


ec in trei puncte Aj, Bị, C, de as ›a 
dreaptă. Si dacă punctul B e situat inti sunetele A | 
punctul B, e situat între punctele A, sĩ Cu. De aici re- | 
că transformarea de asemănare transferă dreptele în | 


٩ 


punctele 4; şi C;. Triunghiurile A;BC»; si A,B,C, sînt egale 
conform criteriului al treilea. Din egalitatea triunghiurilor 
rezultă egalitatea unghiurilor A BC, si A,B,C, Deci, un- 
ghiurile ABC si A,B,C, sînt egale. Ceea ce trebuia de- 
monstrat. 

Transformarea de asemănare se aplică pe larg în practi- 
că la efectuarea desenelor pentru piesele maşinilor, construc- 
fillor, pentru planurile de teren ş.a. Aceste desene repre- 
Zinta transformări de asemănare ale imaginilor închipuite 
în mărime naturală. Coeficientul de asemănare în cazul dat 
se numește scară. De exemplu, dacă lotul de pămînt se repre- 
zinlă la scara 1:100 aceasta înseamnă că unui centimetru 
de pe plan îi corespunde 1 m de pe teren. 

Problemă (36). In figura 159 e reprezentat planul 
lotului unei gospodării la scara 1: 1000. Să se determine 
dimensiunile lotului gospodăriei (lungimea și lăţimea). 

Rezolvare. Lungimea și lățimea lotului gospodăriei 
pe plan sînt egale cu 3,6 cm şi 2,8 em. Deoarece planul 
este efectuat la scara 1: 1000, dimensiunile lotului gospodă- 
riei sînt egale respectiv cu 3,6X 1000— 36 (m), 2,8x 1000— 
—28 (m). 


60. ASEMANAREA FIGURILOR 


Două figuri se numesc asemenea dacă ele se transferă 
3 


una în alta printr-o sud mie de asemănare. Pentru a 
nota asemănarea figurilor, se foloseşte un semn special: ~. 
Cele scrise Pe F' se citesc astfel: „Figura F este asemenea 


cu figura F. In notația asemănării pica al nete AABC ~ 

= AA, BıC, se presupune că virfurile care se suprapun prin- 
tr-o transformare de asetnănare se află 7 pe Tiếp: rà corespun- 
zătoare, adică A trece în A, B—in Bi si C — in C.. 

Din proprietățile transformării de asemăn 
figurile asemenea au unghiurile core 
segmentele corespunzătoare proporii 
unghiurile asemenea ABC şi A,B,C, au 


ZAZA, LZBZ2ZB, CE Ci; 


are rezultä că 
1 oare egale, iar 
ale. In particular, tri- 


gitzối 
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Ƒ fic cu 
Unt it Li 
» nrfinnole eu dou 
proporttonace CU COUA 


ormate de aceste laturi 


sînt eg le; 
3) d laturile un 
turile celui! 
Ar Dr Dy ۳ ° 
1۳۳۳) două triunghiuri, 


Demonstrație. Fie ABC si A 


sint propo rion ale cu la- 
Sini i 


pentru care are loc 
1) ZA=Z Au, 


| 
{ 1 | 1 Fie 
lemonsti 1 
F 1 | ri la 
سس‎ Supunem triunghiul A,B,C, unei tran TIHAIL Ge 
AB une 
me T nin ( näna ( jt INCL 
>motet (fig ) tun 311116 un 
- : =: D^ 1 1 
"i4 f پم‎ (Y H 1 1 1 ۳ 111 1111 
1۲ 11111111 Oarecare 2 : 11 n - 
ir, în primul caz ay 
1. "d v 
7 Bi 22, 
LA 1t 
f / = و‎ 0O | 
A 
' 
A 4 j 
“ / N 
4 —_ 
p SIE . 
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Triunghiurile ABC Si ABC} sint 
egale conform criteriului al doilea 
de egalitate a triunghiurilor. 
În cazur al doilea 
— مرح رم‎ s, A:B;=AB, AC =AC. 
سس‎ Triunghiurile sînt egale conform 
criteriului întîi de egalitate a triun- 
ghiurilor. 
În cazul al treilea 
A:B;=AB, B;C:;=BC, A5C5—AC. 
Triunghiurile sint egale confornr criteriului al treilea de 
egalitate a triunghiurilor. Deoarece triunghiul A-B2C> este 
egal cu triunghiul ABC primul se transferă în al doilea 
printr-o mişcare. Deci, triunghiul A,B,C, se transformă în 
triunghiul ABC prin efectuarea succesivă a unei transfor- 
ctas asemanare si a unei mişcări, iar aceasta este o 
trarsfbrmare de asemănare. Criteriile de asemănăre ale 
triunghiurilor sînt demonstrate. 
x $ 
Problemă (37). Coardele AB şi CD ale unei circum- 
ferinje se intersectează îri -punctul S. Demonstrati cá 
AS-BS=CS-DS. 
Rezolvare. Ducem dreapta (fig 
رل ترس و‎ - Ducem dreapta BD (fig. 161). Punctele 
SLC sînt situate în acelaşi semiplan în raport cu dreapta 
BD şi anume în semiplanul unde este situat punctul S. 
pi unghiurile înscrise DCB şi DAB sînt egale. La 
el se demonstrează si egalitatea unghiurilor înscrise ABC 
şi ADC. Din egalitatea unghiurilor indicate rezultă că tri- 
unghiurile ASD şi CSB sînt asemenea (teorema 9.5). Din 
asemănarea triunghiurilor rezultă proporţia 


DS _ AS 
BS 08 


De aici AS- BS—- CS. DS. 


ÎNTREBĂRI PENTRU REPETARE 
1. Explicali care punct sc simetrice î 
xplica e puncte se numesc simetrice în raport 
un punct dat, ۱ 


2. Care transformare s te si ie î 
. i rmare se numeşte simetrie în raport cu un 
punct dat? i 
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Care figură se numeşte central simetrică? 


Ce numim centru de simetrie al figurii? Daţi un exemplu 
de figură central simetrică. 

Care puncte se numesc simetrice în raport cu o dreaplă 
dată? 

Care transformare se numeşte simetrie în raport cu o 
lată? 

i se numeşte simetrică în raport cu o dreaptă 


dreaptă 
Care fig 
dată? 
Ce numim axă de simetrie a figurii? Daţi un exemplu, 
Care transformare se numeşte omotetie? Ce este centru 
de omotetie, coeficient de omotetie? 

Care transformare a figurii se numeşte mişcare? 
Demonstrati că simetria în raport cu un punct este o 
mişcare. 

Demonstrati că simetria în raport cu o dreaptă este o 
mişcare. 

Explicati ce este rotația. 

Demonstrati cá la mişcare punctele situate pe o dreaptă 
trec în puncte situate pe o dreaptă si se păstrează or- 
dinea lor de amplasare reciprocă. 

În ce trec dreptele, semidreptele, segmentele la miş- 
care? 

Demonstrati cá la mişcare se păstrează unghiurile. 
Care figuri se numesc egale? 

Ce numim transformare de asemănare? 

Demonstra(i cá omotetia este o transformare de asemă- 
nare. 

Demonstraţi că transformarea de asemănare păștrează 
unghiurile. 

Care figuri se numesc asemenea? 

Formulati si demonstraţi criteriile de asemănare a tri- 
unghiurilor. 


EXERCIŢII 


Construili punctele simetrice cu punctele A(T, 1), 
B (2, 3), C(—3, 1), D(—2, 2), EES, —4), FO, —1) 
în raport cu originea coordonatelor. 
Construili punctele simetrice cu două vîriuri ale unui 
triunghi în raport cu cel de-al treilea vîrf al lui. 
Demonstrati că centrul uiei circumferințe este centrul 
ei de simetrie. i 
1) Construifi punctele simetrice cu punctele A(1, 1), 
B(—2, 3), C(0, —1) în raport cu axa x. 
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)) Construiti puncte ce cu punctele D(2, 0) 
E(—4, 1), F(—2, —2) i cu axa 4 
E GE lat fr "hast À N 4 
o, 1:۹6 dat triungtiiul A Oo [ it! DU ul ( 


in punctul Y” 
r vr v 1 a 
t; Wk ecd d nu 
La omotetie punctul 
centrul de omotetie pentr 
Punctul X trece în 


10. | 
u un punct oareca 
punciul Y la această 

11. La ۱111161116 în 1 ip 
trece în punctul X 


două puncte 


۰ 

Ac e 191 
: 

cu 

rota- 


t( 1 
| 1 ) 
1 €— 
{ QE SIHI 1e 
iD dusa la 
| rif a f- 
dae simetrie 
le simetrie 
۱ ; 
۱۷6 dc sf- 
metrie el este ech eral. 
19. Demon irati că in b ca unu 
unghi este axa lui de simetrie 
20. date segmentul AB ctul O ‹ u 
5 
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37. 


dreptei AB. Ce reprezintă figura simetrică cu segmen- 
tul AB în raport cu punctul O? Construili această fi- 
gură. 

Sînt date dreapta a şi punctul O care nu aparţine acestei 
drepte. Ce reprezintă figura simetrică cu dreapta a în 
raport cu punctul 0? Construili această figură. 

Cite centre de simetrie are figura care constă din două 
drepte paralele? Unde sînt situate ele? 

Cite axe de simetrie are un triunghi echilateral? 
Demonstrali că punctul de intersecție a diagonalelor 
unui paralelogram este centrul lui de simetrie. 

Cite axe de simetrie are un segment? 

Cite axe de simetrie are o dreaptă? 

Demonsirati cá dreptele care trec prin punctul de in- 
terseclie a diagonalelor unui pătrat, paralel cu laturile 
lui, sînt axe de simetrie. 

Demonstraţi cà diagonalele rombului sînt axele lui de 
simetrie. 

1) Sînt date două drepte ce se intersectează și un punct 
care nu se află pe aceste drepte. Construili un segment 
cu extremitățile pe dreptele date şi mijlocul în punctul 
dat. 

2) Sînt date trei drepte: a, b, c care se intersectează 
două cîte două. Construili un segment perpendicular pe 
dreapta b, cu mijlocul pe dreapta b si extremitățile pe 
dreptele a Si c. 

Demonstrati că segmentele « igime egală si unghiu- 
rile cu măsura în grade egală se suprapun printr-o miş- 
care, 

Paralelogramele ABCD si A,B,C,D, au: ۸-۸۱ 
ADE=EAID si عم‎ A,. Demonstraţi că paralelogra- 
mele sînt egale, adică se suprapun printr-o mişcare. 
Demonstrali că două romburi sînt egale dacă diagona- 
lele lor sînt egale. 

Demonstrati că două circumierinţe de aceeaşi rază sînt 
egale, adică se suprapun printr-o mişcare. 

Demonstrali cá figura asemenea cu o circumferință este 
o circumferință. 

Aflaţi locul geometric al punctelor care împart în ra- 
portul mn toate coardele care au drept extremitate 
comună un punct dat al circumferinței. 

În figura 159 e reprezentat planul lotului unei gospo- 
dării la scara 1 : 1000. Să se determine dimensiunile lo- 
tului gospodăriei (lungimea şi lățimea). 

Coardele AB si CD ale unei circumferinte se intersec- 
tează în punctul S. Demonstraţi că AS- BS- DS. 
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Într-un t ] 1 ieli 
i riunghi da înscrieţi i (2 louă vi i 
als căuta Scena 2 t crieți un pătrat, două vîrfuri 

e caruia se află pe latura dată. 
Laturile unui iri shi se rz ۸ 55:0 | 
ERE 3 A ` 4:9170. Alla 

file unui triunehi men 1 mai m A di $ 
ele este egală cu 0,8 m e ii 
Laturile unui triunøl 

E Una ۱18111 se raportă ca Ec Aflati 

e unui triunghi emenea da perimetrul lui 

egal cu 95 m. " 

S ; 

emonstrati nanarea triunghiurilor isoscele cu ün- 


gniuri égale la vîrfuri le opuse baze lor. 

ud triunghiuri isoscele a li i 

bio i a Cle 1 unghiuu rile dintre laturile 
( „atura laterală si baza unui triunghi 


baza celuilalt este egală 


sini égale cu T cm si 
dg cm. Aflaţi latura lui later: ală. 

riunghiurile ABC si â 

É nghiurilc ABC si A, BC, ati: 720—374, ZBZB 
4D-o m, BC=7 m, A4,B,—10 m A C,—8 m Aflati im 
lelalte laturi ale triunghiurilor. ایا‎ lis. 
Rezolvaţi proble 3 dacă AB 
imas cm, iem 6 cm. 
Demonstrati ci | iri hi 
“8t opnara „Că tnăi{i nea unui triunghi dreptunghic co- 
b " à din vîrful ungli iului drept impart: | 
in două triunghiuri asemenea cu cel iniţial | 
riciorur înălțimii unui triun: | 
otenuză o împarte în 
lafi laturile triunghiului 
Ipotenuza unui triunghi dreptunghic 


1 ع<‎ 16 cm, BC—90 CIT, 


an 
aces 


tr 11138 hi 


1 


hi dreptunghic 
segmente de 9 cm si 


coborite pe 
16 cm. Af- 


ata ` | DIM 
este egala cu 25 cm, 


iar o cal ta esti | T Afta: $ 
alte aa! CEN یاجب‎ cala Cl 10 cm. Aflaţi proiecția celei- 
a catete pe tpotenuză à 
In تمیق‎ LE 1 1 ^ 
š : £ N ECIN /1 D( | Bit s 11 d | 
12۸1 € inai 
timile BD si BD BD 
HTC 317 »1 DL. monstt i 
Pd ۱ D iL 1,5 
intr-un triunghi cu baza a si ‡ T : 
5 dad G ŞI 1۵۱۳۱1۲۵۵ A este înscris 
Y $ OL ƏLi i> 


astfel încît 
triunghiului 
ale. Calculati ] 

ighitrile 


un pătrat 


viriuri ale lui se află 
۱ 


doua — pi la urile late- 


/ ۲ A A 


iurilor ABC si A, C, 


e triunghiului ABC alăturate unehiu 
mai mari decit laturile triunehiului 
和 A i. L9 
eniulti 3. Aflati A Si ở 
mui By. uai AC şi A.C, dacă 

re = 
AED? 
AE 


` AC : DE—55 : 98. 


62. 


64. 


65. 


66. 


virful C. In ce 


asemenea dacă 


Două triunghiuri dreptunghice sînt oare 
celălalt are un 


unul din ele are un unghi: de 40, iar 
unghi egal cu: 1) 50”; 2) 607? 

O dreaptă paralelă cu latura AB a 
intersectează latura AC în punctul P, 
în punctul Q. Demonstrati că triunghiurile 
sînt asemenea. 
O dreaptă paralelă cu latura AB a 
împarte latura AC în raportul m:n, 
raport împarte această 


triunghiului ABC 
iar latura BC — 
ABC si PQC 


triunghiului ABC 
considerind de la 
dreaptá latu- 
ra BC? 

In triunghiul 
tura AC (extremitatea D a segmentulu 
AB, iar 'E— pe latura BC). Aflaţi 
—]6 cm, AC—20 cm si DE=15 cm, 

In problema 56 aflaţi raportul AD : BD dacă se stie că 


ABC e dus segmentul DE paralel cu la- 
i se aflá pe latura 
AD, dacă AB= 


Aflaţi lungimea segmentului DE din problema 56, 


1) AC=20 cm, AB=17 cm si BD= 11,9 cm; 

2) AC=18 dm, AB—15 dm şi AD=10 dm. 

Sînt date segmentele a, b, c. Construiţi segmentul 
ac 

xu 


Sînt oare asemenea două triunghiuri xci 


dacă: 


Sînt oare asemenea triunghiurile ABC si A.B.C,, dacă: 
1) AB=1 m, AC=1,5 m, BC=2 m; A B 10 cm, A.Ci= 
= 15 cm, B1C,—20 cm; 


2) AB=1 m, AC=2 m, BC=15 m; A4,B,—8 dm, 4¡C;= 
- 16 dm, B,C,212 dm; 

3) AB=1 m, AC=2 m, BC= 
= 90 cm, B,C1—13 cm. 
Laturile unui triunghi sint 
2 m. Aflaţi laturile unui triunghi asemenea cu el, 
metrul căruia este egal cu 5,5 m. 


: ^ : ۳ s M " ۱ 
Perimetrul unui triunghi constituie ETT din perimetrul 


-1,25 m; A,B, =10 em, AiCi = 


egale cu 0,8 m, 1,6 m si 
peri- 


unui triunghi asemenea cu el. Diferenţa a două laturi 
corespunzătoare este egală cu 1 m. Ailaţi aceste la- 
turi. 


Lungimea umbrei coşului unei uzine este egală cu 35,8 m; 

în acelaşi timp un [árus care este înfipt vertical in 

pămînt si are înălțimea de 1,9 m aruncă o umbră cu 

lungimea de 1,62 m. Aflaţi înălțimea coșului. 

Construiţi un triunghi cu perimetrul dat asemenea cu 

un triunghi dat. 

În triunghiul ABC este înscris un romb ADEF astfel 
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înctt unchiul / sata f 

Net 111811111 A este comun, far vîrf 
۲ 
上 


e află pe 
IB=c si AC=b. 


attra ĐC. ۱۱۱۵۱۱ latura rombului, d 


M. ZEI UNUL trap 7 rtă ca m:n Val Ta e ی‎ 
segmentelor unei « a A = "sii NT HAPOEL 
împărțită de ۳ dili 1۳ care ea e 

88. Dreapta care f ql h 


Ynnoeti: r Mi ۰ 
punctul de intersecție a diago- 


naielor unui împarte o 


trapez împarte o la- 


ce raport împarte ea 


înălțime: 
coborità pe 


1 SU ! ۱ =7 11 
înălțimea a xa] cu 3 cm 
7%. In triunghiul i T: ۱ pe 
le 36? 7 
de 30 est Demonstrati 
manarea triunghiurilor y OY Gp 


Re oper = apa 2) Aflaţi I 
triunghiului ABC, dacă ter j: MEAE Di 

, 4 cỉ ٩ erz D aste 
M ala Colt 


75. 
4} ۳ 
۱ AC; A D1/7X 
۳۵ Dintra 2 ES 
0. Dintr-un punct M 


1 
ul 


mentelor 


la 0 

D24 

11117 1 Fa- 
78. C; : i 
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§ 10. VECTORI PE PLAN 


61. TRANSLATIA ȘI PROPRIETĂȚILE El 


Considerăm pe plan coordonatele carteziene x, y. Trans- 
formarea figurii F, la care un punct arbitrar al ei (x, y) 
trece in punctul (+a, +), unde a si b sint constante, se 
numeşte translație (fig. 162). Transialia se defineşte prin 
formulele 

x'—x-Fa, y'—-y4 b. (*) 
Aceste formule exprimá coordonatele x', y^ ale punctului 
in care trece punctul (x, y) la translație. 

Transiația este o mişcare. Într-adevăr, două puncte ar 
bitrare A(x yı) si B(x» ys) trec în punctele A'(xi-Fa 
Ji-- b), B'(xs-- a, y+ b). De aceea 

AB? < (xs—2x1)? + (ys—)", 

A' B? = (x3—21)? + (U3—1)*. 
De aici AB=A'B'. Aşadar, această transformare păstrează 
distanţele şi deci este o mişcare. 

Denumirea „translație“ e justificată de faptul cá le 
id ۱0۳۵615 (sau 


translație punctele se deplaset 


după drepte ce coincid) i i 1 
văr, admitem că punctele A (xi, yi) şi B(xs, yz) trec în puncte 


| , b d 
i (x+0,y+b) A A 
TT سم‎ Ni 
4) | | i LỎNG, E d | 
Li i A 
/ P f 
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4“ 
A? B a 

4 „“ 

QAM 
a. 
„2 0 

4 ۶ 
AT 
g. 164 Fi 165 


le A'(xi--a, yi-- 5b) si B'(x2+a, yas-F-b) (fig. 163) Mijlocul 
segmentului 4B" are coordonatele 


۱۵ | 4 
` 
9 


Are aceleaşi coordonate si mijlocul segmentului A'B De aici 


rezultă cà diagonalele patrulaterului A4'B'B se intersec 


şi punciul de intersecţie le împarte în jumătate. Deci, 


acest patrulater este un paralelogi 


am. Însă în paralelogram 


laturile opuse “si BB' sînt paralele si egale. 


nti øramul AA'B'B sint paralele 


nan cà în par: 


două latu 


si celelalte 
ŞI 1 


+. AE 
SI 731-429. 


€ 3 و‎ De aici rezultă că 

la translație ce într-o £d i (sau 
in sine). 

Notă. La demonstraţia precedentă am presupus că 


Ar 


punctul B nu se află pe dreapta AA”. În cazul, cînd punctul 


ya tii je edu! MUST : | هید‎ a "1 
Ø se alla pe dreapta AA’, punctul 8' de asemenea se află 
pe at eastă dreaptă, deoarece n ijlocul G omentului AB" coin- 


cide cu mijlocul segmentului BA (fig. 164). Deci, toate 
punctele A, B, A’, B’ sînt situate pe aseeași dreaptă. Cal- 
1 


culăm distanțele 


loud puncte A si A' 
i, la care punctul A 


trece 


Demonstraţie. Sá începem cu demonstrația unici- 
tății. Fie X un punct arbitrar al figurii, iar X^ punctul, în 
care el trece la translație (fig. 165). După cum ştim, seg- 
mentele XA’ şi AX“ au mijlocul comun O. Punctul X deter 
mină în mod univoc punctul O — mijlocul segmentului ۸۲ 
Jar punctele A si O determină în mod univoc punetul X", 
deoarece O este mijlocul segmentului AX’. Faptul că punctul 
X” este determinat univoc pune în evidenţă unicitatea transla- 
tiei. 

Să demonstrăm existența translatiei, în urma Căreia 
punctul A trece în punctul A”. Să introducem coordonatele 
carteziene pe plan. Fie an a» coordonatele punctului A, iar 
ai”, وه‎ coordonatele punctului A’. Translaţia, dată prin for 
mulele 

x' = $F 0 a, Y لا ع‎ + a» — a, 
transferă punctul A în A’. Într-adevăr, pentru x=a, si y= 
=a» obţinem: x'=av, g'—a»'. Teorema este demonstrată 
complet. 

Problemă (3). La o translație punctul (I, 1) trece 
în punctul (—1, 0). In ce punct trece originea coordona- 
telor? 

Rezolvare. Orice translație este determinatá de for- 


„mulele x'=x+a, y'=y+b. Întrucît punctul (1, 1) trece în 


punctul (—1, 0), avem: —I=I+-ø, 0—1-- 5. De aici a=—2, 
b——1. Aşadar, translalia dată, care transferă punctul 
(1, 1) în punctul (—1, 0), este determinată de formulele 
x'—x—2, y'=y—l. Substituind în aceste formule coordona- 
tele orginii (x=0, =0), obţinem: x'=—2, از‎ —1. Aşadar, 
originca coordonatelor trece în punctul (—2, —1). 
Teorema 10.2. Transformarea, inversă unei transla- 
fii, este o translație. În urma efectuării succesive a două 
translajii se obține de asemenea 0 ۰ 
Demonstraţie. Orice translație este dată prin for- 
mulele de forma 
x —x-a, y'—y-4 b. 
Transformarea inversă este determinată de formulele de 
aceeaşi formă: 
x-x-—a, y=y'—b 
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Sỉ, prin urmare, este o translație. Prima afirmaţie este de- 
monstrată. 
Fie acum date două translatii, determinate prin for- 
mulele 
x ره + رات‎ y =y+b; 
=k Ae y اد‎ 4d. 


Transformarea, care se obține ca rezultat al efectuării succe- 
TE ub. i. fA lele 
sive a acestor transla(i& este determinată de formulele 
x“=x+a+c, ”=u+b+d. 
; 7 -anelatie Teorema esle s- 
Această transformare este o translație. Teorema este de 
monstrată complet. 


62. NOȚIUNE DE VECTOR 


Unele mărimi fizice (forţa, viteza, acceleraţia etc.) se 
: x TaTMA و‎ valaa 
caracterizează nu numai prin valo 


na 


ci şi prin direcție. 


De exemplu, pentru a caracteriza mişcarea unui corp într-un 


moment dat nu e suficient să spunem, că el mișcă 
/orš să mai indicám si directia 
teza de 60 km/oră, să mai indicäm şi direcția 
rii lui, adică direcţi: zei. In legătură cu aceasta 
11 1 1 TI | că f Dri 
i e fizice indicat să lie rej p 
1 n ma. 
e orientate 1 n: 
lar fi | 51 ni ‡ | 
314 £y ۵ ' 
| (0 
f 1 
( | 
۳ 17 
i 1 i 
| 1 ( 1i1 I 
i 11) 
| 
| exempiul 
1 
سم‎ -A : 
Ƒ / q 
N | j 
'] | 2 
E J 
A 


Segmentul orientat se numeşte vector (fig. 167). 
vectorului se determină, indicindu-se originea şi 


tatea lui. În desen direcția vectorului se notează 
geată. Pentru a nota vectorii, vom folosi 


alfabetului latin a, b, c Se poate 


y 4*4.» 5 


prin o să- 
literele mici ale 
nota, de asemenea, 
si extremitatea lur. 
In acest caz pe primul loc se scrie originea vectorului. 
Uneori în locul cuvîntului „vector“ deasupra notației lil 
rale a vectorului se scrie o săgeată sau 
ra 167 vectorul poate fi notat astfel: 


un vector şi astfel: se indică originea 


o liniutá. În figu- 
a sau AB. 


63. VALOREA EGE UTA ȘI DIRECŢIA 
VECTORULUI 


Două semidrepte se numesc Ja fel orientale (coorienta- 
te), dacă ele se suprapun printr-o translație, adi: 

o translație, care transferă o 
midreaptă. 


că există 
semidreaptă în cealaltă se- 


d و‎ pete a şi b sint la fel orientate, semidrep- 

l orientate. 
jas adeo] ár, deoarece a şi b sînt la fel orientate stă 
é ( a in b. Intrucit b 
$i c sint la fel orientate, există o translație, care transfer 
semidreapta b in c. Efectuind succesiv aceste două transla- 
(ii, se obţine o translație, care transformă semidreapta a în 
semidreapta c. Prin urmare, semidreptele a 
orientate. 


o translație, care transferă sem 


sỉ c sînt la fel 


Două semidrepte se numesc opus orientale, dacă fiecare 
din ele este la fel orientată 
a celeilalte. 

Problemă (5). AB şi CD sînt situate de aceeaşi 
parte a secantei BC. Demonstraţi, cá semidre eplele BA si CD 
sînt la fel orientate. 


cu semidreapta complementară 


Rezolvare. Supunem semidreapta CD translaliei, 1a 
care punctul C trece în punctul B (fig. 168). In acest caz 
dreapia CD se va suprapune pe dreapta BA. Punctul D, 
deplasîndu-se după o dreapi ă paralelă cu CB, rămîne în 
acelaşi semiplan în raport cu dreapta BC. De aceea se- 
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ntidreapta CD se va suprapune pe semidreapta BA, deci, 


aceste semidrepte sînt la fel orientate. 
Vectorii AB si CD se numesc la fel orientați, dacă se- 


midreptele AB si CD sint la fel orientate. Ei numesc 


opus orienta[i, dacă semidreple sînt opus orientate. 


Se numeşte vi 


lută (sau modul) a unui vector 
lungimea segmentului, ce reprezintă vectorul. Valoarea ab- 
ză prin |a]. 

Doi vectori se numesc egali, dacá ei pot fi suprapusi 


clutà a vectorului à se 


printr-o translație. Aceasta înseamnă că există o translație, 
care lransieră originea si extremitatea unui vector respectiv 
în originea şi extremitatea celuilalt vector. De aici rezuliă 
că vectorii egali sint la fel orientafi si egali după valoarea. 
a solută. Reciproc, dacă vectorii sînt la fel orientafi şi egali 
după valoarea absolută, ei sint egali. într-adevăr, fie AB 
şi CD vectori la fel orientati, egali după valoarea absolută 
(fig. 169). Translaţia, care transferă punctul C în punctul 
A suprapune semidreapta CD pe semidreapta AB, deoarece 
ele sînt la fel orientate. Dar întrucît segmentele AB şi CD 
sînt egale, în acest caz punctul D se suprapune pe punctul 
B adică translalia transferă vectorul CD în vectorul AB. 
D xci, vectorii AB şi CD sint egali. š 

Problemă (9). ABCD este paralelogram. Demonstrati 
egalitatea vectorilor AB şi DC. 

Rezolvare. Supunem vectorul AB translaliel, la care 
punctul A trece în punctul D (fig. 170). La această transla- 
ție punctul A se deplasează pe dreapta AD, deci, punctul B 
se deplasează pe dreapta paralelă BC. Dreapta AB trece 
într-o dreaptă paralelă, deci, în dreapta DC. Prin urmare, 
punctul B trece in C. Aşadar, translatia noastră transferă 


vectorul AB în vectorul DC, deci, aceşti vectori sint egali. 


A 8 

| E^ 
1 0 
Ip 9/ ° 

| C f S — 

s1 î 2 چ‎ EET ۳ 

D C 

Fig 168 i 169 Fig 0 


Originea unui “vector poate să coincidă cu extremitatea 
lui. Un asemenea vector va fi numil vector nul. Vectorul nul 
se notează prin zero cu liniu(á (0) Despre direcția vectoru- 
lui nul nu se vorbeşte. Valoarea absolută a vectorului nul 
se consideră egală cu zero. Prin definiţie toţi vectorii nuli 
sint egali. 

Din proprietăţile translaliei (teorema 10.1) rezultă că 
de la orice punct se poate depune un vector, egal cu vecto- 


rul dat, şi numai unul singur. Pentru a demonstra aceasta, 
e suficient să efectuăm translalia vectorului dat, la care ori- 
ginea lui va trece în punctul dat. 


64. COORDONATELE VECTORULUI 


Admitem că vectorul à are drept origine punctul A; (xu gi), 
iar drept extremitate — punctul رو و‎ y»). Vom numi coor- 
donate ale vectorului ă numerele đị =X¿—#t, d= .ولا‎ Co- 
ordonatele vectorului le vom scrie alături de notația lite- 
rală a vectorului, în cazul dat à(ai, d») Sau, pur şi simplu, 
{a a»). Coordonatele vectorului nul sînt egale cu zero. 

Din formula, care exprimă distanța dintre două puncte 
prin coordonatele lor, rezultă că valoarea absolută a vecto- 
rului cu coordonatele a,, a» este egală cu 


Va; + a? 
Teorema 10.3. Vectorii egali au coordonatele cores- 
punzătoare egale. Reciproc, dacă coordeaatele corespunză- 


toare ale vectorilor sint egale, vectorii sînt egali. 


Demonstraţie. Fie A(x, Ji) şi As(x5, ys) originea 
şi extremitatea vectorului à. Deoarece 


sctorul & egal cu 
el se obține din à printr-o translație, originea si extremi- 
tatea lui vor fi respectiv: A'(xi+e, yi4- d), A's(xs-- C, و‎ + 
Fd). De aici se vede cá ambii vectori à şi @ au aceleaşi 
coordonate: x;—x;, 1-۰ 


Să demonstrăm acum afirmaţia reciprocă. Admitem că 


coordonatele corespunzătoare ale vectorilor و‎ şi ۶ 
sînt egale. Vom demonstra că vectorii sînt egali. Fie x", şi 


4“, coordonatele punctului A^, iar و‎ şi y'2 coordonatele 


149 


zi p. ۳ e 
condiţiei teoremei X5»—-x;— x'3— x^, 
" ir ⁄ , AN a 
= horă u Y لا و‎ 0 i. 
eli 
=U-† Uy ange 


transferă punctul A,, în punctul A“, iar punctul A» în punctul 


Teorema este 
demonstr 
Pro blem à (13). Sint date trei pancte: (1, 1), 


B(—1, 0), C(0, 1). Găsiţi un astfel de punct D(x, y), încît 


vectorii AB şi CD 


Rezolvare. 


vectorului 


—2, —]. Coordonatele ctorului CD vor fi x- jn- 
trucit AB— CD, avem x—0=—9, y—1=—1. De aici aflăm 
coordonate D:x=—2, y=0. 


65. ADUNAREA VECTORI 


Se numeste sumă a vectorilor à S1 Q u Coordonateie 
0 j ^ = 1 Lb 
a ( Sf Di LO ul ( CH. ( 1 ei ) ( Un, 
1 
k + 
híh ) ۱ Í 
1 Dị, Da) D 
h / 
۱ ‡ $ 
, 
V CUC 
or 
i ( €e at 
1 
n i u 119 


ree eor partt 


/3—yi coordonatele vectorului AC. Conform 
teoremei i AB--BC şi AC Teorema 


este demons 
Teorema 10.4 indică uri 
a sumei unor vectori arbitrari ă şi 5. Din 


leu de construcţie 
xtremitatea vecto- 
rului à trebuie să depunem vectorul 5, egal cu vectorul ۰ 
Atunci vectorul, a cărui origine coincide cu originea vecto- 
rului , iar extremitatea — cu extremitatea Veta lui b', 
va îi suma vectorilor ă şi 5 (fig. 171, a). Acest procedeu de 
obținere a sumei a doi vectori se numeşte „regula RR 
“ de adunare a vectorilor 
În cazul cînd vectorii au origine comună, suma lor se 
reprezintă prin diagonala paralelogramului, constrt 


it pe 
acești vectori („regula paralelogramului“, fig. 171,5). In- 
tr-adevắr, 4B+BC= AC, însă, BC=AD. Deci, AB+AD= 
SAC. 

Problemă (16). Ce for 
ține pe loc (ca să nu lunece) 
tuat pe un plan înclinat (fig. 1 

Rezolvare. Acţiunea forței de greutate P este echi- 
valentá cu acțiunea a două forte, re prezentate prin vectorii 


۲ 
i i 


ac 
ex 
5 
[17] 
c 
E 


ie aplicată pentru a 
1 corp cu greutatea P, si- 


OA şi OB. Prima e perpendiculară pe planul înclinat şi nu 
provoacă مر ف ات‎ iar a doua esl 

rime cu forța F, ce (ine corpul pe loc, însă-i orientată în 
direcție opusă. Bạch planul înclinat formează unghiul a cu 
planul orizontal, atunci 0806 sina. Prin utmare, forța 


e epală ca mä- 


F, care (ine pe loc corpul, situat pe planul înclinat, se cal- 
culează după formula F=P sin o. 


Se numeşte diferență a vectorilor ă(a, a) şi lbu, bạ) 


C 


Fig. 171 


e 4 14 ~ 1% 
care în sumă cu vectorul b dă 


un astfel de vector (cn Ca e 
vectorul à: b-+-c=ă. De aici aflăm coordonatele vectorului 
î=ă—b; ĉi = a1—0;; 2= 03—D23. T 4 
Problemă (19) Fie daţi doi vectori cu origine co- 
— ۱ [ ^ ۱ 1 y AM "A p» AD. : ¬ 
mună: AB şi AC (fig 173). Demonstrati că AC—AB — BC. 
Rezolvare. Avem: AB+BC=AC Insă aceasta în- 


seamnă că AC—AB-— B 


66. INMULȚIREA VECTORULUI CU UN NUMĂR 


PESE REC NE ^ 
Se numește produs al vectorului (a, a;) cu numărul A 
vectorul (Aa, Aaz), adică 
(au, d) = (Adı, Aaa). 
Prin definiţie (ai, a2)Ai=A(a,, a2) ۱ 
Din definiţia operaţiei înmulţirii vectorului cu un număt 
rezultă că oricare ar fi vectorul à şi numerele A, u 
(-- p) a=a+ pa. 
Peniru orice doi vectori a si b si orice număr X 
۸ (à--5) —Aà-- A5, 
Teorema 10.5* Valoarea absolută a vectorului Xa este 
egală cu |A||a|. Pentru a0 direcția vectorului Xa coin- 
ده‎ # 好 == ` SEIS nan zi» 3 
cide cu direcția vectorului a, dacă 0, si este opusă direc 
fiei vectorului a, dacă 入 一 0. P" 
Demonstraţie. Construim vectorii OA 5 


i 
E VY à m ^s APPS 
respectiv cu à şi A5 {O este orig [or). Fie ai 


nea coordonate 


152 


Şi az coordonatele vectorului â. Atunci 
lui A vor fi numerele Qi şi az, iar coordonatele punctului 
B — numerele Adı, Àđ;. Ecuatia d 1 


coordonatele punctu- 


Deoarece această ecuație este satisfăcută de coordona- 


tele punctului A (an, Q2), ea este sati: aculă si de coordona- 
tele punctului B(Xa, Aa») De aici rezultă cà punctul B 
este situat pe dreapta OA. Coordonatele €i و6‎ ale unui 
punct oarecare C, situat pe semidreapta OA, au aceleaşi 
semne, ca Si coordonatele Qj, Q5 


ale punctului A, iar coor- 
donatele oricărui punct 


„ Situat pe semidreapta complemen- 
tară a semidreptei OA, au semne opuse. De 
4-0, punctul B este situat pe semidrea 
mare, vectorii a si Aà sînt la 


aceea, dacă 
pta OA, si, prin ur 
fel orientali. Dacă A<0, punctul 
B e situat pe semidreapta complementară, vectorii ã sỉ 
sînt opus orientați 

Valoarea absolută a vectorului AG este 


Aa 


|۸۵ | =V Ta TERTI 272-۸ 


Teorema e demonstrată, 

Problemă (22). Sînt date punctele A(x, yı) sĩ 
B(x»; y2). Demonstrati cá vectorii AB si BA sint opus ori- 
entati. 

Rezolvare. Vectorul AB are coordonatele x 
,روا دا‎ iar vectorul BA — coordonatele x;— x; Si Yı—ya. Ve- 
dem că AB- (—1)BA Deci, in virtutea teoremei 10.5 vec- 
torii AB si BA sint opus orientati. 

Doi vectori nenuli se numesc 


2—X| si 


coliniari, dacă sînt si- 
luați pe aceeaşi dreaptă sau pe drepte paralele. 

Teorema 1086. Coordonatele corespunzătoare ale vecto- 
rilor coliniari sînt proporționale. Şi reci 
au coordonatele core 


coliniari. 


proc, dacă doi vectori 
spunzdtoare proporționale, vectorii sint 


Demonstraţie. Fie ă(a, a2) şi b(b,, bạ) vectorii 
dați. Admitem că vectorii sînt coliniari şi 1 
ی‎ ENTM -— 
Considerăm vectorul € ———— b. Vectorul € este egal cu vecto- 


a fel orientali. 


rul à, deoarece, conform teoremei 10.5, ei sint la fet orten- | 7 1, a Allan asttel de numere A şi H, incit sa 110 adevă- 
< CT pr a pia A xế : | rata egalitatea £=Àã+-uB 
tati si au aceeaşi valoare absolută. Egalînd coordonatele » galitatea c Aa t pb. 
vectorilor à si û, obținem: i ezolvare. Egalînd coordonatele corespunzătoare ale 
CC(( 7 v ' yc id "t 7 e» = ۱ I .. ۰ 
> | vectorilor 5 şi Aá-- Ab, obţinem două ecuații, din care aflăm 
NE lới m= |a L 5. | باه‎ $1 p: —l=A-l ۳ ۱۸۰ 1, 0-2۰04 ۰ De aici =0, A=—I. 
EE MOS a ENT 
- و‎ 67. PRODUSUL SCALAR AL VECTORILOR 
xu A NT b, ۱6 ۱ si, ON ee CUR 
De aici — ———, 一 一 一 . Decl دس‎ .. 
a le]  & la! = Se numește produs scalar al vectorilor âfa,, 02) Si 
5 M 5 (1, 
R ua : ۳ b(b 1 t AE مر‎ ES D7, y 》 ala ES 
adică coordonatele vectorilor à si b sînt proporţionale. : de b2) ye dıb, +azb2. Pentru produsul scalar al vec- 
FA E rm ۲ tori ; sta: aceeasi notata: ra 6i As ROO 
Dacă vectorii coliniari à şi 6 sînt opus orientali, pentru or se foloseşte aceeaşi notație ca și pentru produsul 


2= numerelor. Produsul scalar 6۰8 se notează prin â2. Evident 
9" TH T" > 7 ent, 
demonstraţie trebuie să considerăm vectorul £=———b. a= |ã|?. 


lb | 


i ۲ : : b b, 
Atunci exact la fel vom obține iarăşi 一 -一 一 . 


Din definiţia produsului scalar al vectorilor rezultă că 
{ t 
a, a» 


pentru orice vectori ă(a,, bạ), ð(bt, bs), £(cụ c2) 
Admitem acum că vectorii ă şi b au coordonatele propor- 


tionale. Vom demonstra că vectorii sint coliniari. Avem: Într-adevăr 


۱ Ia. d hd T TS 
b, A ۲۱۵۵1 0۸ la! 


a, a | tent, 
Notînd valoarea comună a acestor rapoarte prin A, obținem: ES HHIHCSEC ung 
bı =a, pz 一 ao、 De aici rezultă că =a. Insă aceasta în- .مامت‎ 9€ numeşte unghi 
seamnă (teorema 10.5) că vectorii sînt coliniari. 
Problemă (31). Fie vectorii 601, —1) şi b(—9, m) 
colinari. Aflaţi cu ce este egal m. 


x : —2 m dz 
portionale. Prin urmare 一 一 一 一 .De aici m=2. 


Rezolvare. Coordonatele vectorilor coliniari sînt pro- | 
mE ۱ À : | 
Un vector se numește unitar, dacă valoarea lui absolută : n 4811 $t @ ung! 
este egală cu unitatea. Vectorii unitari, care au direcţiile 
semiaxelor de coordonate pozilive, se numesc vectori de (a 
coordonate sau orfi. Noi îi vom nota prin ế¡ (1, 0) pe axa x iui 
şi prin وق‎ (0, 1) pe axa ۰ 
Orice vector a(a,, a») poate fi reprezentat sub forma a|* 
ü-—dQ,0,-- 1205. i £ Xprima 1 
š TT. : T — 一 一 一 一 i p. i ȘI ( ۱ SE d a nu depind: 
Intr-adevár, (ai, a2) = (ay, 0) + (0, a5) =a, (1, 0) +۵2۲0, 1) — legere: nu rdon i lusul sc 
= (40, + 0505. ESR a t latc ec usul s 
Problemă (35). Fie dați vectorii Z(I, 0), 6)1, 1), | 


1 


* 4 155 


x, in mod special. Alegem sistemul 
de coordonate +, după cum e 


" (EN / arătat în figura 174. Dacă alegem 
b Ya sistemul de coordonate în acest 
9 mod, coordonatele vectorului à 
NỈ” vor fi |Z| si 0, iar cootdonatele 
AN vectorului 0 vor fi |d| cos şi 
Fig. 174 |5| sin ọ. Produsul scalar 


ab = |a| |5| cos q--0|5| sin عم‎ ۱2۱۱۵ | cos ọ. 
Teorema este.demonstrată. 

Din teorema 10.7 rezultă că dacă vectorii sint perpendi- 
culari, produsul lor scalar este egal cu zero. Reciproc, dacă 
produsul scalar a doi vectori nenuli este egal cu zero, vec- 
torii sînt perpendiculari. 

Problemă (47). Fie dați vectorii 5(1 0) si b(1, 1). 
Aflaţi un număr A astfel, încît vectorul 5 十 和 5 să fie perpen- 
dicular pe vectorul à. 

Rezolvare. Avem: đ(ã+^Ab)=0, ø?+^A(ãb)=0. De 


2 
B k——=Š =——~=-L 


ÎNTREBĂRI PENTRU REPETARE 


t. iExplicaţi ce este translaţia. 

2. Demonstraţi că transla|ia este o mişcare. 

3. Demonstra(i că la translație punctele figurii se depla- 
sează după drepte paralele (sau după drepte ce coin- 
cid) la una şi aceeaşi distanţă. 

4. Demonstraţi că la trarislaţie o dreaptă trece într-o dreap- 
tă paralelă (sau în sine). 

5. Demonstra(i existenţa şi unicitatea translaliei, care 
transferă punctul dat A în punctul dat ۰ 

6. Demonstraţi că transformarea inversă unei translaţii 
este o translație. Rezultatul efectuării succesive a două 
transla{ii este o translație. 

7. Ce este vectorul? 

8. Care semidrepte se numesc la fel orientate? 

9. Demonstrati că dacă semidreapta a este la fel orientată 
cu semidreptele b si c, semidreptele b şi c sînt, de ase- 
menea la fel orientate. 

10. Care semidrepte se numesc opus orientate? 

11. Ce înseamnă: vectorii AB si CD sînt la fel orienta(i? 
opus orienta{i? 
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22. 


23. 
24 


Ce este valoarea absolută a unui vector? 

Care vectori se numesc egali? 

Demonstrati cà din orice punct poate fi depus un vector, 
egal cu vectorul dat, şi numai unul singur. 

Demonstraţi că vectorii egali sînt la fel orientali si 
egali după valoarea absolută. Reciproc, vectorii la fel 
orientali si egali după valoarea absolută, sînt egali. 


. Ce sînt coordonatele vectorului? 


Demonstraţi că vectorii egali au coordonatele respective 
egale, iar vectorii cu coordonatele respectiv egale sînt 
egali. 
Daţi definiţia adunării vectorilor. 
Demonstra[i că pentru orice vectori a si b 

à4-b —b-4- à. 
Demonstra(i cá pentru orice trei vectori à, Û, c 

a+ (b4- c) = (+b) 4 c. 

Demonstrali egalitatea vectorială AB-- BC-— AC. 
Demonstrali că pentru a obţine suma vectorilor â si 5 
din extremitatea vectorului à trebuie sá depunem vecto- 
rul 5”, egal cu 5. Atunci vectorul, a cărui origine coin- 
cide cu originea vectorului ã, iar extremitatea — cu extre- 
mitatea vectorului b’, va fi egal cu 440۰ 
Daţi definiția diferenţei vectorilor. 
Dati definiţia inmultirii vectorului cu un număr. 
Demonstra{i că valoarea absolută a vectorului Ag este 
egală cu |A||a|, direcţia vectorului Aa pentru 60 
coincide cu direcția vectorului a, dacă A>0, şi este opusă 
direcției vectorului à, dacă A<0. 
Care vectori se numesc coliniari? 
Demonstrati că vectorii (aj, a2) şi (bı, b») sînt coliniari 
A, __ đạ 


, 


atunci şi numai atunci, cînd 
1 2 

Care vector se numeşte unitar? 

Demonstraţi că orice vector a(a, az) poate fi repre- 

zentat sub forma 6-0۱6۱ ase», unde & şi e» sînt vectorii 

unitari ai axelor de coordonate. 

Daţi definiția produsului scalar al vectorilor. 

Demonstra{i că pentru orice trei vectori ă, ð, ẽ 

(ä+-b)£=ãẽ+bẽ. 

Cum se defineşte unghiul dintre vecvori? 

Cu ce este egal unghiul dintre vectorii la fel orienta[i? 

Demonstrati că produsul scalar al vectorilor este egal 

cu produsul valorilor lor absolute prin cosinusul unghiu- 

lui dintre ei. 


. La o translație punctul (1, 


. ABCD este un paralelogram. 


10. 


12. 


. Demonstra(i că dacă vectorii sint perpendiculari, pro- 


dusul lor scalar este egal cu zero. Reciproc, dacă pro- 
dusul scalar a doi vectori nenuli este egal cu zero, 
vectorii sînt perpendiculari. 


EXERCIŢII 


. O translație este dată prin formulele x=x+1, y'—g—1. 


In ce puncte trec [a această translație punctele (0, 0), 
(0, 1), (0, 2)? 


. Aflaţi valorile pentru a si b în formulele transla[iei 


Z=x+a, y'—g--b, dacă se stie cá: 1) punctul (1, 2) 
trece in punctul (3, 4); 2) punctul (2, —3) trece in 
punctul (—1, 5); 3) punctul (—1, —3) trece în punctul 
(0, —2) 

1) trece în punctul (—I, 0). 
În ce punct trece originea coordonatelor? 


. Există oare o translație, la care: 1) punctul (1, 2) trece 


în punctul (3, 4), iar punctul 
(一 1 0); 
2) punctul (2, —1) trece în punctul (1, 0), 


(—1, 3) — în punctul (0, 4)? 


punctul (0, 1) — în 


iar punctul 


„AB si CD sînt drepte paralele. Punctele A si D sînt 


situate de aceeaşi parte a secantei BC. Demonstraţi cà 
semidreptele BA şi CD sînt la fel orientate. 


. Demonstra(i cá semidreptele BA şi CD din problema 5 


sînt opus orientate, dacă punctele A şi D sînt situate 
de părți diferite ale secantei BC. 


. Patrulaterul ABCD este un paralelogram. Considerăm 


semidreptele AB, BA, BC, CB, CD, DC, AD, DA. Numiti 
perechile de semidrepte la fel orientate si opus orien- 
tate. 


. Pe o dreaptă sint date trei puncte: A, B, C. Punctul B 


e situat între A si C. Printre vectorii AB, AC, BA şi BC 
numiţi vectorii la fel orientafi si opus orientali. 
Demonstraţi egalitatea 
vectorilor AB şi DC. EO 
Demonstrati cá pentru vectorii AB, BC si AC are loc 
inegalitatea |AC| > ۱۸۸ | + BC]. 

Demonstraii cá pentru orice vectori à şi ð are loc inega- 
litatea |ã+ð| <|ã|+[|B|. 

Fie date punctele A (0, 1), B(1, 0), C(1, 2), D(2, 1). De- 
monstrați egalitatea vectorilor AB şi CD. 


13. Sint date trei puncte: A(1, 1), B(—`1, 0), C(0, 1). Găsiţi 


15 


8 


un astfel de punct D(x, y), încît vectorii AB 
lie egali. 


Aflaţi m. 


. Valoarea 


Aflaţi fi. 


nat (fig. 172)? 


absolută 


+ Valoarea absolută 


a vectorului a(5, m) 


a vectorului ð (A, 


. Ce forță trebuie aplicată pentru 
alunece) un corp cu greuta 


a 


24) este ega 


şi CD să 


là cu 


este egală cu 13. 


DR 


u Zo. 


ține pe loc (ca să nu 


tea P, situat pe un plan încli- 


17. Aflaţi suma vectorilor: 1) a(1, —2) si (2, —3): 
2) à(—3, 4) si 5(2, —3); 3) VÀ E ECE ID 
4) a(—5, 4) si 0(2, —2); 5) a(—1, 1) si ð(9, 4). 

18. zur vectorul ã—ð, dacă: 1) ā(l, 4); 5(1, 3): 
2) â(—3, 2), b(2, —1); 3) à(5, 3), 6(4, 4); — TE 
4) (3, 3), 6(4, 3); 5) a, 5), BỚ, 7). 

19. Se dau vectorii AB si AC cu originea comună. De- 


monstraţi 


H =s 
1) â(l, 


că AC—AB= BC. 
. Aflaţi valoarea absolută 


—4), 


—2). 
valo: 


a vectorului ă 


Tb, dacă: 


B(_ | j. O Hi K = A). 一 ^ 
0(—4, 8); 2) a(2, 5), b(4, 3); 3) a(10, 7), 
area absolută vectorului ă—b, dacă: 
t), 5(—4, 8); 2) a(—2, 7), ð(4, —1), 
۱-0 
un TE 1z}. on 
A D "t 
AB T 
b | 1) sint 
1) 11 
D (f i 
= i i 
Y 
b (t 1 
2 
5 ۱۱ ۳ Dar ) 
| 一 | 2۱ 4 5 
veci 1 a 
/ 9) 
( 
Oy 
4 


re — opus orientați? Care din acești veclori au valori 
absolute egale? 

1n c. S : ARENI 
. Vectorii 2(1, —1) şi 5(—2, m) sînt coliniari. Aflaţi cu 
ce este egal ۰ 
32. Pentru ce valoare a lui n vectorii â(n, 1), b(4, n) sînt 


coliniari şi la fel orientati? 
t. m a ی‎ 3 2 
33. Care din vectorii ã 仁 一 < | —, <) c(0, —1) 
à 3 u 4*5 3 3 i d 
0] =a) sînt unitari? Indica[i care din ei sînt coli- 
niari? 


34. Aflaţi vectorul unitar, coliniar şi la fel orientat cu vecto- 
rul ã(6, 8). 

35, Se dau vectorii &(1, 0), b(1, 1) şi €(—1,0). Aflaţi astfel 
de numere A şi p, încît să fie adevărată egalitatea vecto- 
rială £=^Àã-E-ub. 

36. Punctele M şi N sînt respectiv mijlocurile segmentelor 
AB şi CD. Demonstrali egalitatea vectorială: MA = 


= (AC--BD). 


37. ei(1, 0) şi ez(0, 1) sint vectori de coordonate. Cu ce sînt 
egale coordonatele vectorului 2e, —3e;? 

38. Cu ce sint egali A Si u în reprezentarea vectorului 
&(—5, 4): 

1 ü —Xe, +per? 

39. Demonstraţi că pentru orice vectori ã şi ð are loc ine- 
galitatea (a5)? —a?b?, 

40. Aflaţi unghiul dintre vectorii ã(1,'9), B(1, — Û), 

2 


41. Se dau vectorii à şi 5. Aflaţi valoarea absolută a vecto- 
rului 6+0, dacă se ştie că valorile absolute ale vectori- 


lor à şi 6 sînt egale cu با‎ iar unghiul dintre ei este 
de 607. 

42. Aflaţi unghiul dintre vectorii 6 si 6+6 din problema 
precedentă. 

43. Sint date virfurile A(1, 1), B(4, 1), C(4, 5) ale unui 
triunghi. Aflaţi cosinusurile unghiurilor triunghiului, 

44. Aflaţi unghiurile triunghiului cu virfurile 


A (0. 13). B(9, 13). C (5. Y. 


45. Demonstra(i cá vectorii à(m, n) şi b(—n, m) sint per- 
pendiculari sau egali cu zero. 

46. Se dau vectorii đ(3, 4) şi ð(m, 2). Pentru ce valoare 
a lui m aceşti vectori sint perpendiculari? 
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47. Se dau vectorii à(1, 0) şi ð(1, 1). Aflaţi un astfel de 
număr A, încît vectorul à--Ab să fie perpendicular pc 
vectorul à. 

48. Pentru ce valoare a lui A vectorul -Ab în problema 47 
este perpendicular pe vectorul 5? 

49. Demonstrali că dacă à şi 5 sînt vectori unitari necoli- 
niari, vectorii â+b şi ã—ð sînt diferiţi de zero şi per- 
pendiculari. 

50. Vectorii unitari à şi b formează un unghi de 60. De- 
monstraţi că vectorul 25—ă este perpendicular pe ۰ 


rul à. 
51. Vectorii 6 十 D si ã—B sînt perpendiculari. Demonstraţi 
cá |đ| =|b|. 


52. Demonstrali cu ajutorul vectorilor că diagonalele unui 
romb sînt perpendiculare. 


53. Sint date patru puncte: A(1, 1), B(2, 3), C(O, 4), 
D(—1, 2). Demonstrali că patrulaterul ABCD este un 
dreptunghi. 


54. Sint date patru puncte: A(0, 0), B(—1, 1), C(O, 2), 
D(1, 1). Demonstra(i cá patrulaterul ABCD este un păt- 
rat. 

55. 1) Sint date trei puncte: O, A, B. Punctul X împarte 
segmentul AB în raportul A:p, considerînd de la 

punctul A. Exprimaţi vectorul OX prin vectorii OA=a 

şi OB —b. 

2) Demonstra(i cà medianele unui triunghi se intersec- 

teazá într-un punct, care le imparte în raportul 2: 1, con- 

siderind de la virfurile respective. 


8 11. REZOLVAREA TRIUNGHIURILOR 


68. TEOREMA COSINUSURILOR 


Teorema li.i (teorema cosinusurilor). Pătratul ot: 
cărei laturi a unui triunghi este egal cu suma pătratelc: 
celorlalte două laturi minus îndoitul produs al acestor latu: i 
prin cosinusul unghiului dintre ele. 

Demonstraţie. Fie ABC un triunghi dat (fig. 175). 
Vom demonstra că 


BC? = AB?--AC?—2AB-AC-cos A. 


Avem egalitatea vectorială 4B+ 80-۸0 De aici BC— 
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f \ 
NEN ی‎ 
8 ( A 
Fig. 175 Fig 


EP AB SP TA " : 
=ÄC—AD. Ridic?:d scalar la pătrat această egalitate 
nem: 

BC?=AB?+ AC?—9AB. AC 


De aici 


surilor la triunghiurile ABC şi ABD şi obținem: 


AC?=AB?+BC?—2AB- BC cos p, 
BD? — AB? -- AD? —2AB- AD cos a. 


*3 


£q | Adunind aceste egalitá(i parte cu parte si observind că 
B Jê .A D cos B=—cos a, BC—AD, AB — CD, obţinem: 
176 AC* -- BD? - AB? + BC? - CD? + AD*. 


obti- Ceea ce trebuia demonstrat. 


69. TEOREMA SINUSURILOR 


Teorema 11.2 (teorema sinusurilor). Laturile unui trí 
unghi sînt proporționale cu sinusurile unghiurilor opuse. 

Demonstraţie. Fie ABC un triunghi cu laturile 
a, b, c şi unghiurile opuse g, B, y (fig. 178). Vom de- 


Pet ‹ pe latura AB monstra că 
Ug 29, aA} 1 hi C orae 1 
غ11(‎ ۸۱, oemmnu! pro- 
[AC] : F sina sing siny 
& Lit 4 i da ochiul I — = — e 
hiui a b € 


Din virful C coborim înălțimea CD. Din triunghiul drept- 
unghic ACD, dacă unghiul œ este ascuţit, avem: CD= 
=b sina (fig. 178,a). Dacă unghiul a este obtuz, CD= 


- =b sin(180%—a) =b sina (fig. 178, b). In mod analog din 
triunghiul BCD obţinem: CD=a sin p. Aşadar, asin 8 一 
一 sin a. De aici 
| sinê — sina 
ì b ~ a à 
| In mod analog se demonstreazá egalitatea 
sinp siny 
b È 
ritor | 


rw 
s3 
E 


k: ۷ 
/ IN 
۹۹۱ Na 1 N 
b b 1 Na 
| N 
j ۱ 
ND. A ۱2 
N Lá. LIN g ۳ AN 
) A 
C aj d) 
Fig. 179 Fig. 180 


Peniru aceasta trebuie să ducem înălțimea triunghiului 
din vîrful A. Teorema e demonstrata. 

Problemă (10). Demonstrati cá bisectoarea unui tri- 
unghi împarte latura opusă în segmente, proporţionale cu 
laturile alăturate. 


Rezolvare. Fie ABC un triunghi dat şi BD o bi- 


Aplicăm teorema sinusurilor la triunghiuri i 
e s ghiurile ABD 
CBD: ` 


AD AB CD BC BC 


sin 8 sina” sing ` sin(1809—a) K sina 

Dacă impár(im prima egalitate la a doua, obținem: 
AD __AB 
CD BC 

Ceea ce trebuia demonstrat. 

Fie a, b două laturi ale unui triunghi, iar a, B unghiu- 
rile opuse lor. Din teorema sinusurilor rezultă că dacă a>f, 
atunci a>b. Reciproc, dacă a>b, atunci a7. Mai pe scurt 
Într-un triunghi unghiului mai mare i se opune latura me 
mare, laturii mai mari i se opune unghiul mai mare. 

Într-adevăr, dacă unghiurile a si B sînt ascuţite (fig. 

180, a), pentru a>ß vom avea sin a>sin B. Insă, deoarece 

sina _ sing 


M ^A nohi 4 Ỉ 1‏ زوم رح 
avem a>b. Dacă unghiul a este obtuz ambele unghiuri nu‏ 
o‏ 
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pot fi obtuze), unghiul 180 一 
一 w este ascuţit (fig. 180, b) 
şi este mai mare decît B, ca 
unghi exterior al triunghiu- 
lui, care nu e megies cu un- 
ghiul p. De aceea sing- 
m sin (180%—a) sin p. Si din 
nou conchidem cá a7 5. Afir- Fig. 181 
malia reciprocă se demon- 
streazá prin reducere la absurd. 

Problemă (11). Demonstraţi că fiecare raport 


sina sing siny 
Aen .6 6a. 
@ b c 


^ ` ; 1 
din teorema sinusurilor este egal cu و‎ unde R este raza 


circumferintei, circumscrise triunghiului. 

Rezolvare. Ducem diametrul BD (fig. 181). Conform 
proprietății unghiurilor, înscrise în circumferință, unghiul 
de la virful B al triunghiului dreptunghic BCD este egal cu 
a, dacă punctele A şi D se află de aceeași parte a dreptei 
BC (fig. 181,a), sau cu 180?—a, dacă ele se află de părți 
diferite ale dreptei BC (fig. 181,b). În primul caz BC= 
= BD sin a, iar în cazul al doilea BC=BD sin (180%—a). De- 
oarece sin (180”—a) —sin a, în orice caz avem a=2R sin a. 


3 sin 1 v 
Prin urmare, 2 و‎ Ceea ce trebuia demonstrat. 
& 


70. REZOLVAREA TRIUNGHIURILOR 


Rezolvarea triunghiurilor constă ín aflarea laturilor şi 
unghiurilor necunoscute ale triunghiului după unghiurile şi 
laturile lui cunoscute. Vom nota laturile triunghiului prin 
a, b, c, iar unghiurile opuse 10۲ — prin ơ, ۳ 

Problema 1. Fie date latura a și două unghiuri ale 
unui triunghi, de exemplu f şi y. Să se afte unghiul al treilea 


şi celelalte două laturi. 
Procedeul de rezolvare. Deoarece suma un- 


ghiurilor unui triunghi este egală cu 1807, unghiul al treilea 
se exprimă prin unghiurile date. Cunoscînd o latură şi ce- 
165 


3 


le trei unghiuri و1‎ TT af] " alt 
e trei unghiuri, după teorema aflăm celelalte 


două laturi. 


sinusurilor 


Problema H. Fie date două laturi ale unui triunghi, 
7 2/17 ۶ b ci 
de exemplu a şi b, si unghiul y dintre ele. Să se afle cele- 
lalte două unghiuri si latura a treia. 


Procedeul de rezolvare. După teorema cosinu- 


surilor allám latura c. Acum, avînd toate cele trei laturi, 
după teorema cosinusurilor putem afla cosinusurile celor- 
laltor unghiuri şi unghiurile înseşi. Ar fi, însă, mai simplu 
să aplicăm teorema sinusurilor şi să aflăm sinusurile un- 
ghiurilor necunoscute. Însă în acest caz trebuie să avem în 
vedere că pentru valoarea dată a sinusului se obțin două 
unghiuri. De aceea din uhghiurile obținute trebuie să le 
satisfac relațiile c 
ghiurilor unui triunghi este egală cu 


luăm  aralaa nara 
n pe acelea, care unoscute: suma un- 


Qno. 
U 


laturii mai m H 
13111۳11 mai mari 


18 
LO 


> oo N m 


a 
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10. 


leilalte laturi. De ce depi semnul „+“ 
Demonstraţi cá suma pătratelor diagonal 
ralelogram este egală cu suma pătratelor 
Demonstrati teorema sinusurilor. 
Demonstraţi cá in € riunghi laturii mai mari i se 
opune unghiul mai mare şi unghiului mai mare i se 
opune latura mai mare. 

Fie date o laturá si douá unghiuri ale unui trit inghi. 
Cum se pot afla unghiul al treilea şi celelalte două Ia- 
turi ale triunghiului? 

Fie date două laturi ale unui triunghi Si unghiul dintre 
ele. Cum se pot afla celelalte două unghiuri şi latura a 
treia? 

Fie date două laturi şi un unghi opus uneia din ele. 
Cum se pot afla celelalte două unghiuri şi latura a 
A Să 

Fie date cele trei 
afla iu i lui? 


1 


laturi ale unui triunghi. Cum se pot 


EXERCIŢII 
Sint date laturile ره‎ b, c ale unti triunghi. Aflaţi înăl- 
timea triunghiului, coborîtă pe latura c. 
Sînt date diagonalele c si d ale unui paralelogram şi 
unghiul dintre ele o. Aflaţi laturile paralelogramului 
Sînt date laturile unui paralelogram a şi b şi unul din 
unghiuri ơ. Aflaţi diagonalele para alelogr: imului. 
Fie a, b, c laturile unui triunghi. Demonstrati teorema 
reciprocă teoremei lui Pitagora: dacă pr c? iri- 
unghiul este dreptunghic cu unghiul drept, opus 
rii c. 
Fie a, b, c laturile unui triunghi 
ø?+-b*>c, unghiul opus laturii c sta dici c 
--5?—c?, unghiul opus laturii c este obtuz. 
Două laturi ale unui triunghi sînt egale cu 20 m si 
21 m, sử sinusul unghiu ele este egal 
Aflaţi latura a treia. 
Laturile unui triunghi sint de 13 
Aflaţi cosinusurile و‎ lor 
Sînt date laturile a, 6, c ale unui. 
dianele m, Mae me, duse la aceste laturi. 
Demonstra(i că locul geometric al punctelor, suma pătra- 
telor distanțelor cărora pînă la două puncte date este 
constantă, reprezintă o circumferință cu centrul în mij- 
locul segmentului, ce uneşte punctele date. 
Demonstra{i cá bisectoarea unui unghi al triunghiului 


A 


ut. 
E iale Aflaţi me- 
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16. 


17. 


18. 
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haparte latura opusă în segmente proporționale cu la- 
turile alăturate. 

is "E sina sing sin 1 ' 
Demonstraţi că fiecare raport ——, =, L din 
a b c 


A P 1 
teorema sinusurilor este egal cu ==› unde R este ra- 
2R 


za circumferinței, circumscrise triunghiului. 

Două laturi ale unui triunghi sînt egale cu 5 cm şi 

6 cm. Poate oare fi obtuz unghiul opus laturii de 5 cm? 

In triunghiul ABC, AB— 15 cm, AC=10 cm. Poate oare 
2 

= . à 

fi sin B= ER 


Explicali cum se poate afla distanța de la punctul A 
pînă la punctul inaccesibil B (fig. 182), cunoscind di- 
sfanta AC şi unghiurile a si 6. 

Explicaţi cum se poate alla înălțimea x a clădirii 
(fig. 183), dacă sînt cunoscute unghiurile a, 8 şi di- 
stan[a a. 
Din virful C al triunghiului ABC este dusá bisectoarea 
CD. Latura AC este mai mare decit latura BC. Care 
segment e mai mare: AD sau BD? 

Fie ABC un triunghi, iar CD bisectoarea, dusá la la- 
tura AB. Demonstra(i că dacă unghiul CAB este mai 
mare decît unghiul CBA, atunci AD este mai mic de- 
cit BD. 

In triunghiul ABC ZA -40?, Z B=60°, Z C=80°. Care 
din laturile triunghiului e cea mai mare $i care — cea 
mai micá? 

In triunghiul ABC latura AB-—5,1 m, BC—6,2 m, AC= 
=7,3 m. Care din unghiurile triunghiului e cel mai mare 
$i care e cel mai mic? 

Jnghiul de la baza unui triunghi isoscel este mai mare 


Fig. 183 


26. 


27. 


28. 


29. 


decît 60°. Ce este mai mare: baza sau latura laterală 
a acestui triunghi? 

In triunghiul ABC unghiul 
că dacă punctul X se află pe 
În triunghiul unghiul 
că dacă punctul X e situat pe 1: 
pe 1 Y<AB. 


Fie Í 


4 + al nti 
mic decit cel puţin 


T i ABC. 
Demornstrati că dacă AC>BC, unghiul ACD este mai 
mic decît unghiul BCD. s 
Demonstraţi cá bisectoarea triunghiului nu e mai micá 
decît înălțimea si nu e mai mare decit mediana, duse 
din acelaşi vîrf. 
Cum variază latura AB a triunghiului ABC, dacă un- 
ghiul C creşte, iar laturile AC şi BC rămîn constante? 
Sint date o latură şi două unghiuri ale uni triur ghi. 
Aflali unghiul al treilea şi celelalte două laturi, dacă: 


lj) mS 8=307, a=45”; 
2) 2290, =T B260*; 
3) a=35, B=40%, œ= 120%; 
4$) 0—= 12. œ=36°, B=325; 


5) £214, 
Sint date două laturi ale unui triunghi si unghiul opus 
laturii a treia. Allati celelalte două unghiuri şi latura 
a treia, dacă: 


.۰ ح ۵ ,64% =« 


I) ه.‎ 12 b=8, a= 60”; 
2) a=7, b =9, a= 130”; 
3) b=9, 6 a=95*; 
4) b—14, € — 10, ơ= 145"; 
5) đ=32, c=23, 6 = 157 
6) a— 24, £— 18, 8= 159 


Într-un triunghi sînt date două laturi a, b şi unghiul a 
opus laturii a. Aflaţi celelalte unghiuri şi latura a treia 
a triunghiului, dacă: 


ES ۵ اع‎ œ= I2 
2) a VIA b 9, a ۱ 

5) a—234, b—12, a= 164 
4) a=2, b=4, œ=60°? 
۵ a=6, 0—8, 1-30 
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30. Sint date toate cele trei laturi ale unui triunghi. 


unghiurile lui, dacă: 


1) d b=3 C 一 4; 
2) a=7, b=9, c=8; 
3) a=4, b =0, CET: 
1) a—15, b — 24, g= 18: 
5) 去 三 23， b= 17, c= 39; 
6) a—55, 5=21, c=38 


71. LINIA FRINTĂ 
Se numește linie frintă Á:Ä:A;... 


din punctele A, „Az, 
A145, A 2Às, 


An figura, care constă 
„ An si din s wii ce le uneste 
4 AA, Punctele A, A», ..., A, se numesc 


virfuri ale liniei frinte, iar AAz, A;As, ..., Ande — seg- 
mente ale liniei frinte. Linia frîntă, care nu are autointer- 
secții, se numește simplă. In figura 184, a este reprezentată 


o linie îrîntă simplă, iar în figura 184, — o linie fiîntă 
cu autointersecție (în punctul B). Suma lungimilor segmen- 
telor liniei frinte se numeşte lungimea ei. 

Teorema 12.1. Lungimea liniei frînte nu este mai mică 
decît lungimea segmentului, care uneşte extremitățile ei. 

Demonstraţie. Fie 4و4‎ An o linie frîntă 
dată. Segmentele A.A» si A A; ale acestei linii frînte le 
înlocuim cu un singur segment MA. Ob tinem linia ۵ 
AAsAa ... An. Conform inegalitátii triunghiului, lungimea 
ei nu este mai mere. decît lungimea liniei frinte inițiale. 
Inlocuind în mod analog segmentele 4,A» si 4344 cu seg- 


170 


mentul A;a, trecem la linia -一 一 


5d 
پو تسیر 。 مرو و‎ Yy 
1۳1۳12 A A445 3 A fi lungi- » ( E: 
mea căreia nu e tali mare m nm = 4 
2 E "e Wo Pon TERT TA B 0, A Ci 0, D 
decit lungimea celej iniţiale. 3 V 
Etc. In cele din urmă vom : E 


segmentul A.A, 


li- Fig. 185 


ajunge la 

care uneşte tremitățile 

niei frinte date. De aici Te- 

zultă că linia frîntă iniţială a avut o lungime nu mai mică 

decît lungimea segmentului A.A. Teorema e demonstrată, 
Problemă (1). Sînt date două circumferințe cu ra: 


zele R, şi R2 şi cu distanța dintre centre d>R د‎ Ra. Cu ce 
sînt egale cea mai mare Si cea mai mică distanță dintre 


circumferinte? 


y 


punctele X si Y ale acestor 
Rezolvare. Confo 
là O,XYO, avem O,0,—O 


rm teoremei 12.1, pentru linia îrîn- 


De aici Deoarece 
2 4a] 
nal în Duncicie 111 
1> nis d 
a cu & 
4 ` y 
erei | 1 1 1 1 of, 
1 了 D ۱ D 
i1 l A a ) C 2 là 1 i 
1 ^ dist ( 1 1 
u Ri 
۱ 
i 
1 4 
Iur 
( 0 
1 
“la A 
^ دنت‎ 
$ 
4 ۱ 
۱ £g 
1B = 
^ 


ligonului. Segmentele, care táesc 


sc virfurile neinvecinate ale 
poligonului, se numesc diagonale. Poligonul cu n virfuri, 
deci, si cu n laturi, se numeşte poligon cu n, laturi sau 
n-unghi. 

Figura, ce constă dintr-un poli 
nului, mărginită de 
(fig. 187). 

Un poligon se numește convex, dacă el este situat 
același semiplan în raport cu orice dre: 
latură a lui. In figura 188,a, este re 
convex, iar în figura 188,b—un 
de la vîrful dat 
format de 


gon şi partea finită a pla- 
acest poligon, se numeşte poligon plan 


în 
aptă, ce conţine o 
prezentat un poligon 
poligon neconvex. Unghi 
al unui poligon convex se numeşte unghiul, 
laturile lui, care se întîlnesc în acest vîrf. 
Teorema 122. Suma unghiurilor unui pol 
cu n laturi este egală cu 180*(n—2). 
Demonstraţie. Fie P: ۸:۸۰ ... An un poligon con- 
vex dat (fig. 189). Ducem diagonala A.As. Oblinem triun- 
ghiul AAA; si poligonul cu n—1 virfuri Pat 4¡4;... Aa. 
Unghiurile de la virfurile Ái $i As ale poligonului P sînt 
egale cu suma unghiurilor poligonului P; si ale triunghiului 
AıAzAs de la aceste virfuri. De aici rezultă că suma un- 
ghiurilor poligonului P este egală cu suma unghiurilor po- 
ligonului P, plus suma unghiurilor triunghiului ۸۱۸4 ,و‎ 
adică plus 180°, Mai departe prin acelaşi procedeu ajungem 
la concluzia că suma unghiurilor poligonului P, e 


cu suma unghiurilor poligonului P: 
Deci, 


igon convex 


sie egală 
A144 sara Ay plus 180°. 
suma unghiurilor poligonului P este egală cu suma 
unghiurilor. poligonului P, plus 0, 


Continuind în acelaşi mod, la pasul (n—3) vom obţine 
triunghiul 4,4, .,4,. Suma unghiurilor lui este egalá cu 


GAT 


Fig. 188 Fig. 189 
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180°. Astfel, suma unghiurilor poligonului P este egală cu 
180° (n—3) + 180? — 180? (n—2). Teorema este demonstrată. 
m i 1 ۳ a vîrf da co 
Unghi exterior al poligonului convex de la virful dat se 
ghi exl g X km Co, die : 
numeste unghiul, megies cu unghiul interior al poligonului 
TN o 5 y > 
de la acest vîrf. l E AR 
Problemă (9). Cu ce este egală suma € 
i lợc fex: € aturi, luate cîte 
exterioare ale unui poligon convex cu n laturi, | 
a fix axea sefa 
unul la fiecare vírf: i 1 
Rezolvare. Suma unghiului interior al poligonului 
۳ i i ste egală c °. De aceea 
cu unghiul exterior megieş cu el este egală cu 1807. De ac 
E ۰ ۰ DS a: A ۰ 5 ` es 
suma tuturor unghiurilor interioare şi celor exterioare te 
egală cu 180?.n. Dar suma tuturor unghiurilor interioare 
este egală cu 180. (n—2) (vezi teorema 12.2). Deci, suma 
" > » ^. v ESTA TẾ 1 ste 
unghiurilor exterioare, luate cîte unul la fiecare viri, e 
g e 
egală eu 180?1—180? (n —2) = 360”. 


73. POLIGOANE REGULATE 


Un poligon convex se numeste regulat, dacá toate latu- 
rile lui sînt egale si toate unghiurile lui sînt egale. ' 4 
Poligonul se numeşte înscris într-o circumferință, dacă 
toate virfurile lui sînt situate pe această circumferință. Po- 
ligonul se numeşte circumscris unei circumferinte, dacă toa- 
i i si e astá ci erintá. 
te laturile lui sint tangente la această circumi t 
+ ?n- 
Teorema 12.3, Orice poligon convex regulat este în 
À : : jt ecim- 
scris într-o circum]erinjd şi este circumscris unei circu 
ferinje. AU 23 
Demonstraţie. Fie A şi B două virfuri vecine ale 
M : ۰ ۰ 
unui poligon (fig. 190). Ducem bisectoarele unghiurilor e 
i i i : > inter- 
ligonului din vîrfurile A şi B. Fie O punctul lor de 
secție. Triunghiul AOB este isos- 
cel cu baza AB şi unghiurile de 
عه‎ a st 
la bazá egale cu s unde a este 
unghiul poligonului. Unim pun- i 
ctul O cu vîrful C, vecin cu B. ۱ 
Triunghiurile ABO şi CBO sînt A 
egale conform primului criteriu de Fig. 
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0 egalitate a triunghiuri- 
| lor. Ele au latura OB co- 
| muná, laturile AB şi BC 
sînt egale ca laturi ale 
poligonului, iar unghiu- 
rile de la virful B sînt 


œ . - 
egale cu 3 Din egalita- 


tea triunghiurilor rezultă 
Fig. ۱ că triunghiul OBC este 


isoscel, avînd unghiul de: 


d B ۰ ۰ ۰ 
la virful C egal cu P adicá CD este bisectoarea unghiului C. 


S 


Acum unim punctul O cu vîrful D, vecin cu C, si de- 


monstrám, cá triunghiul COD este isoscel şi DO este bi- 
sectoarea unghiului D al poligonului. Etc. Ca rezultat ob- 
(inem cá fiecare triunghi, care are drept una din laturi la- 


tura poligonului, iar drept virf opus — punctul O, este 


isoscel. Toate aceste triunghiuri au laturi laterale egale. De 
aici rezultă că toate vîriurile poligonului se află pe cir- 
cumferin{a cu centrul O si cu raza, egală cu laturile late- 
rale ale triunghiurilor, iar toate laturile poligonului sînt 
tangente la circumferința cu centrul O şi raza, egală cu 
înălțimile triunghiurilor, duse din vîrful O. Teorema este 
demonstrată. 

Să aflăm raza R a circumferinței circumscrise si rasar 
a circum]erin[jei înscrise pentru un poligon regulat cu n la- 
turi egale cu a (tig. 191). Avem: 


u 
4 


, .-9)180° 180» 
g8. 2-80 مد‎ IP. 
: 2 2n n 
POB E 6 Nuls Ceu o9 ou 
sing 18004 7 488 - 180» " 
" 2 sin 88 2tg—— 
n n 


Pentru triunghiul regulat (echilateral) n=3, 160°, 


3P ی‎ ۱ Mo 
2 sin60 3” 2tg60 O 3 
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"eamm 


Pentru patrulaterul regulat (pentru pătrat) n=4, 


180* o 
=45°, 
a ză a 
Rat کے‎ E 
2sin45 1⁄2 2 ig 45? 2 
. 1809 $ 
Pentru hexagonul regulat n6, a> =a ; 
ر‎ 
a 5 
= سب‎ =l; f= — -—&Ÿ}3, 
2 sin 30? 2 tg 30° 2 


74. ASEMANAREA POLIGOANELOR 
CONVEXE REGULATE 


Teorema 12.4. Poligoanele convexe regulate cu n la- 


turi sint asemenea. În particular, dacă laturile lor sint ega- 
le, poligoanele sint egale. 


1 42 4 موی دم 4ي میم مجو.م آم‎ 142 es a nf irina 
Demonstraţie. Să demonstrăm mai intii alirma 
7 csse P Ee 204 A 1 3 ره‎ RRR n $zss 
tia a doua. Fie Pi: AAA | ij B4B;B3 d 
poligoane regulate convexe cu n laturi egale (iig. 192) 
f 
1 a 4~ 4 1 ^n و سم‎ ar + Xi Tl m 
demonstra a eie Sint 6۵016, adica ۲ ajuiofui | 
D n : | 
1 Ip ۱ | 
۲ . | i ۱ | ۱ í 
HELA | ۱ 
1 1 1 
۱1 
| 
۱ 
— وت‎ ۱ 
M M 


In acest caz virful A, 


există va trece într-un punct C. Deoa- 
rece mişcarea păstrează unghiurile şi distanţele, Z B,B4C— 
=⁄B-.B;B; şi B;C=B;B,. Atunci punctul C coincide cu 
punctul Ba. Astfel, la mişcarea dată virful A, trece în vir- 
ful B4. Mai departe in mod analog conchidem că vîrful As 
trece in vîrful Bs etc. Cu alte cuvinte, cu ajutorul unei miş- 
cări poligonul P, se transformă în poligonul P; si, deci, 
ele sint egale. 

Pentru a demonstra prima afirmaţie a teoremei, supu- 
nem mai întîi poligonul P, unei transformări de asemănare, 
de exemplu unei omotetii, cu coeficientul de asemănare 
b=B.B;/A:4:. Ca rezultat obţinem poligonul cu n laturi 
P', ale cărui laturi sînt egale cu laturile poligonului P3. 
Conform celor demonstrate, poligonul P^ se transferă în 
poligonul P; cu ajutorul unei mişcări. Deci, poligonul P, 
se transferă în poligonul P; prin efectuarea succesivă a 
unei transformări de asemănare şi a unei mişcări, iar aceas- 
ta este de asemenea o transformare de asemănare. Teorema 
este demonstrată. 

Coeficientul de asemănare a figurilor asemenea este 
egal cu raportul dimensiunilor liniare corespunzătoare ale 
acestor figuri. În cazul poligoanelor convexe regulate cu n 
laturi, astfel de dimensiuni liniare sînt lungimile laturi- 
lor, razele circumferin{elor înscrise şi ale celor circumscri- 
se. De aici rezultă că raportul laturilor poligoanelor regu- 
late cu n laturi este egal cu raportul razelor circumferinfelor 
înscrise şi cu raportul razelor circumferinfelor circumscri- 
se. Însă, deoarece si perimetrele poligoanelor cu n laturi se 
raportă ca si laturile lor, raporturile perimetrelor, razelor 
circumferințelor înscrise şi razelor circumferințelor circum- 
scise ale poligoanelor regulate cu n laturi sint egale. 


75. LUNGIMEA CIRCUMFERINTEI 


O reprezentare intuitivă despre lungimea circumferinței 
se obține în felul următor. Să ne imaginăm un fir în formă 
de circumferință. Il tăiem si-l întindem de capete. Lungi- 
mea segmentului obţinut este tocmai lungimea circumferin- 
fei. Cum se poate oare afla lungimea circumferinței, cu- 
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PD ere e me °. 


noscînd raza ei? Din considerente intuitive e clar că lungi- 
mea unei circumferinte difera oricît de puţin de perimetrul 
poligonului convex înscris în ca cu laturile destul de mici. 
Bazíndu-ne pe aceasta, vom demonstra unele proprietăți ale 
lungimii circumferinței. 


Teorema 12.5. Raportul lungimii unei circuri{erinfe 
către diametrul ei nu depinde de circumferință, adică este 
unul şi acelaşi pentru orice două circumțerinţe. 


Demonstraţie. Luăm două circumferinfe oarecare. 
Fie R, şi R» razele, iar /, şi l lungimile circumferin{elor. 
Presupunem că afirmația teoremei nu este adevărată şi 


I / 
۱ ——#:—>, de exemplu 
de exemplu FR, 3 p 
Lu d A 
2R, 2Ñ; : ( ) 


Inscriem în circumferinjele noastre poligoane convexe 
regulate cu un număr mare de laturi n. Dacă n este foarte 
mare, lungimile circumferintelor noastre se vor deosebi foar- 
te puţin de perimetrele p; si p» ale poligoanelor înscrise. De 
aceea inegalitatea (*) nu-şi va pierde sensul, dacă în loc 
de /, și l vom pune în ea pi şi p»: 


Pi P» (**) 
2R， 2R， 
Însă, după cum ştim, perimetrele poligoanelor regulate 
cu n laturi se raportá ca razele circumferinfelor circum- 
scrise; 


Pi Ri 
P» Rs. 
De aici ra -. Dar aceasta contrazice inegalitatea (**). 
1 2 


Teorema este demonstrată. 
Raportul lungimii circumferinței către diametru se no- 
lează, de obicei, prin litera grecească a (se citeşte „pi'“): 
[ 
—— LT 
2R 
12 Comanda 7 177 


Numarul x esle irațional. Valoarea aproximativă a lui 


ma. 3,1416. 
Aşadar, lungimea circumferinței se calculează din for- 
mula = 2nR. 


76. UNGHI LA CENTRU ȘI ARC 
DE CIRCUMFERINTÀ 


Unghiul imparte planul în două părți. Fiecare din aceste 
părţi se numeşte unghi plan. In figura 193 este haşurat 
unul din unghiurile plane cu laturile a si b. Unghiurile plane, 
care au laturile comune, se numesc complementare. 

Dacă unghiul plan este o parte a unui semiplan, atunci 
măsura în grade a acestui unghi se numeşte măsura în 
grade a unghiului obișnuit cu aceleaşi laturi. Dacă un unghi 
plan conține un semiplan, măsura lui în grade este egală 
cu 360 روت‎ unde a este măsura în grade a unghiului plan 
complementar. 

Unghi la centru într-o circumferință se numeşte unghiul 
plan cu vîrful în centrul ei. Partea circumferinței, situată în 
interiorul unui unghi plan, se numește arc de circumferință, 
corespunzător acestui unghi la centru (fig. 194). Măsură 
în grade a unui arc de circumferință se numeşte măsura în 
grade a unghiului la centru corespunzător. 

Să aflăm lungimea arcului de circumferință, care co- 
respunde unghiului la ceniru de n°. Unghiutui întins îi co- 
respunde lungimea semicircumferintei xR. Prin urmare, un- 


o 


XX rR y : 
îi corespunde arcul o AE unghiului de n 
8 


phiului de n ing y 


fii corespunde arcul 


Se numeşte măsură în radiani a unui unghi raportul lun- 
gimii arcului corespunzător către raza circumferinței. Din 
formula pentru lungimea unui arc de circumferință rezul- 
tă că 

( x 


#1 سب مد — 


R 180 

adică măsura în radiani a unui unghi se obține din măsura 

în grade, înmulțită cu mA În particular, măsura în ra- 
o 

diani a unghiului de 180? este egală cu m, măsura în ra- 

diani a unghiului drept este egală cu - 


Drept unitate de măsură în radiani a unghiurilor este 
radianul. Unghiul de un radian este unghiul, la care lun- 


gimea arcului este egală cu raza Masura în grade a unui 


^ : 1 1805. xe: 
unghi de un radian este egală cu ——==ð7°9. 


INTREBĂRI! PENTRU REPETARE 


1. Ce este linia frintà, lungimea liniei frinte? 

2. Demonstrati că lungimea liniei frinte nu este mai mică 

decît lungimea segmentului, care unește extremităţile 

ei, 

3. Ce este poligonul, poligonul convex? 

4. Ce este unghi al unui poligon convex de la virful dat? 

5. Ce este unghi exterior al unui poligon convex? 

6. Deduce(i formula pentru suma unghiurilor untti poligom 
convex. 

7. Demonstraţi că poligonul reguiat este înscris într-o cir- 
cumferință Si circumscris unei circumferinte. 

8. Deduceţi formuleie pentru razele circumferin{elor înscri- 
să şi circumscrisá unui poligon regulat cu n laturi. 

$. Aflati razele circumferintelor înscrisă şi circumscrisá 
pentru un triunghi, un patrulater (pătrat), un hexagon 
regulat. 

10. Demonsiraţi cá poligoanele regulate cu n laturi sint 
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asemenea. În particular, dacă laturile lor sînt egale 
atunci şi poligoanele-s egale. 

Demonstrali că raportul lungimii unei circumferinte 
către diametrul ei nu depinde de circumferință, adică 
el este unul si acelaşi pentru toate circumferinfele. 
După ce formulă se calculează lungimea circumferin- 
lei? 

Ce este unghiul plan? 

Ce este unghiul la centru? 


. Ce este arc de circumferință, care corespunde unghiului 


la centru dat? 

Dupá ce formulá se calculeazá lungimea arcului de cir- 
cumferință? 

Ce este măsura în radiani a unui unghi? 

Cu ce sînt egale măsurile în radiani ale unghiurilor 
de 180? şi 90°? 


EXERCIŢII 


Sint date două circumferinţe cu razele R, şi R şi cu 
distanța dintre centre d R;-- Rs. Cu ce sînt egale cea 
mai mare şi cea mai mică distanţă dintre punctele X si 
Y ale acestor circumferinte? 

Rezolvaţi problema 1 cu condiţia că d R;—R». 
Demonstralí că dacă virfurile unei linii frinte nu sînt 
situate pe aceeaşi dreaptă, lungimea liniei frinte este 
mai mare decît lungimea segmentului, care unește extre- 
101081116 ei. 

Demonstrali că distanţa dintre orice două viriuri ale 
unei linii frinte închise nu depăşeşte o jumătate din 
lungimea liniei frînte. 

Demonstraţi că lungimea fiecărui segment al unei linii 
frînte închise nu depăşeşte suma lungimilor celorlalte 
segmente. 

Pot oare segmentele unei linii frînte închise să fie de 
lungimea de 1 m, 2 m, 3 m, 4 m, 11 m? Argumentaţi 
răspunsul. 


. Denonstrali că dacă extremităţile unei linii frinte sînt 


situate pe părţi diferite ale unei drepte date, ea inter- 
sectează această dreaptă. 

Cite diagonale are un poligon cu n laturi? 

Cu ce este egală suma unghiurilor exterioare ale unui 
poligon convex cu n laturi, luate cîte unul la fiecare 
virf? 


Unghiurile unui patrulater convex sînt proporţionale cu 
numerele 1, 2, 3, 4. Aflaţi-le. 
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12. 


13. 


"tno ROTA 


Cite laturi are. poligonul regulat, dacă fiecare unghi in- 
terior al lui este egal cu: 1) 135°; 2) 150°? 

Cite laturi are poligonul regulat, dacă fiecare unghi ex- 
terior al lui.este egal cu: 1) 36%; 2) 24°? 

Demonstraji că virfurile unui poligon regulat cu 2n la- 


‚turi, luate peste unul, sînt virfurile unui poligon regu- 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


2 


22; 


23, 


24. 


lat cu n laturi. 

Demonstra(i cá mijlocurile laturilor unui poligon regu- 
lat cu n laturi sint virfurile altui poligon regulat cu n 
laturi. 

Demonstrați că centrul circumferinței circumscrise unui 
poligon regulat; cu un număr par de laturi, este centrul 
de simetrie al acestui poligon. 

Demonstraţi. că dreapta care trece prin centrul circum- 
ferinfei, circumșcrise unui poligon regulat, şi printr-un 
Virf al lui, este axă de simetrie a acestui poligon. 
Demonstrali afirmația: coarda, care este perpendicu- 
lară pe rază şi trece prin mijlocul ei, este egală cu la- 
tura triunghiului regulat înscris. 

Demonstra{i afirmația: raza- circumferinței înscrise în- 
tr-un triunghi regulat: este de două ori mai mică decit 
raza circumferinței circumscrise. 

Latura unui triunghi regulat, înscris într-o circumfe- 
rință, este egală cu a. Aflaţi latura pătratului, înscris 
în această circumferință. 

Intr-o circumferință cu raza de 4 dm este înscris un tri- 
unghi regulat, pe latura căruia este construit un ۰, 
Aflaţi raza circumferinței, circumscrise pătratului. 
Capătul unui ax cu diametrul de 4 cm este prelucrat 
sub formă de pătrat. Determinali cea mai mare dimen- 
siune, pe care o poate avea latura pătratului. 

Capătul unui şurub are formă triedrică regulată. Care 
este lățimea cea mai mare, pe care o poate avea fiecare 
față, dacă partea cilindrică a şurubului are diametrul 
de 2 cm? 

Demonstra{i că latura unui octogon regulat se calcu- 


lează după formula a, -RY 2 سب‎ 72, unde R este raza 
circumferinței circumscrise. 

Demonstraţi cá latura unui dodecagon regulat se cal- 
culează după formula ورن‎ 9—y§, unde R este raza 
circumferinței circumscrise. 

Aflati latura unui pentagon regulat şi latura unui deca- 
gon regulat, înscrise într-o circumferință de rază R. 
Latura unui poligon regulat este egală cu a, iar raza 
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40. 


42. 


43. 
182 


circumferinței circumscrise este R, Aflaţi raza circum- 
ferintei inscrise. i 
Latura unui poligon regulat este egală cu a, iar raza 
circumferinței înscrise cu r. Aflaţi raza circumferinței 
circumscrise. 

Exprimaţi latura b a unui poligon regulat circumscris 
prin raza R a circumferinței şi latura a a poligonului 
regulat înscris cu acelaşi număr de laturi. 

Exprimaţi latura a a unui poligon regulat înscris prin 
raza R a circumferinței şi latura b a poligonului regulat 
circumscris cu acelaşi număr de laturi. ( 
Inscrieţi in circumferință un dodecagon regulat. 


. Circumscrieți unei circumferinte un octogon regulat. 
. Calculali lungimea unei circumferinte, dacă raza este 


egală cu: 1) 10 m; 2) 15 m. 
Cu cît se va schimba lungimea unei circumferinle, dacă 
raza se va schimba cu 1 mm? 
Aflaţi raportul dintre perimetrul: unui octogon regulat 
înscris şi diametru şi comparaţi-l cu valoarea aproxima- 
tivă a lui m. 
Rezolvaţi problema 34 pentru dodecagonul regulat. 
Aflaţi raza globului pámíntesc, dacă se stie cá 1 metru 
constituie a 40-a milionime din lungimea ecuatorului. 
Cu cît s-ar lungi ecuatorul pămîntului, dacă raza glo- 
bului pămîntesc s-ar mări cu 1 cm? 
In interiorul unei circumferinle de rază R sint situate 
n circumferinfe egale, tangente între ele si tangente la 
circumferința dată. Aflaţi raza acestor circumferinte, da- 
că numărul lor n este egal cu: 1) 3; 2) 4; 3)6. 
Rezolvaţi problema precedentă, dacă circumferintele sînt 
situate în exteriorul circumferinței date. 
O roată de transmisie are în diametru 1,4 m şi efec- 
tuează 80 de rotații pe minut. Aflaţi viteza unui punct 
situat pe circumferința roții. 
Aflaţi unghiurile plane complementare, ştiind că: 
1) unul din ele e de 5 ori mai mare decit celălalt; 
2) unul din ele e cu 100? mai mare decît celălalt; 
3) diferența lor este egală cu 20. 
Cite grade are unghiul la centru, dacă arcul, ce-i co- 
respunde, este egal cu: 

I o d 1 2 3 3 dca 
1)—; 2) بت‎ 3) —; 4) —; 5) -£4 6) — de circumferință? 

4 6 3 4 


, 


Ce unghi formează razele Pămîntului, duse în două 


puncte pe suprafaţa lui, distanța dintre care este egală, 
cu 1 km? Raza Pămîntului este egală cu 6370 km. 

44. Fiind dată raza R--1 m, aflați lungimea arcului, care 
corespunde unghiului la centru de: 1) 457; 2) 30°; 3) 1207; 
4) 40°45; 5) 60°30; 6} ۲, 

45. Fiind dală coarda a, aflaţi lungimea arcului ei, dacă el 
corespunde unghiului la centru de: 1) 60%; 2) 907; 
3) 120°. ` 

46. Lungimea unui arc este egală cu ۲ Aflaţi coarda lui, 
dacă arcul contine: 1) 60°; 2) 90%; 3) 120°. 

47. Aflaţi măsura în radiani a unghiurilor de: 1) 30%; 2) 45°; 
3) 60”. 


§ 13. ARIILE FIGURILOR 


77. NOȚIUNE DE ARIE 


Sînt frecvente expresiile: aria locuinței este de 211۱۱ sau 
atili metri pătraţi, aria unui lot de pămînt este de atîtea 
sau atîtea hectare, aria suprafeței unei ţări este de atiţi 
kilometri pătrai. Ce este totuși arie şi cum se poate afla 
ea? Vom analiza mai întîi figurile simple. O figură se nu- 
meşte simplă, dacă ea poate fi descompusă într-un număr 
finit de triunghiuri. Prin triunghi vom înțelege însă orice 
domeniu triunghiular, adică partea finită a unui plan, măr- 
ginită de un triunghi (fig. 195,a). Drept exemplu de fi- 
gură simplă reprezintă poligonul convex plan. Điagona- 
lele, duse dintr-un vîrf al lui, îl împart în triunghiuri (fig. 
195, b). Dám definiţia noţiunii de arie a unei figuri simple. 

Pentru figurile simple aria este o mărime pozitivă, a 
cărei valoare numerică posedă următoarele proprietăți: 

1) Figurile egale au arii egale. 

2) Dacă o figură este împăr- 
fită in părți şi aceste părți sint 
figuri simple, aria figurii date 
este egală cu suma ariilor acestor 
părți. 

3) Aria pătratului, latura că- 
ruia este egală cu unitatea de mă- 
sură, este egală cu unu. Fig. 195 
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Dacă laturile pătratului, despre care se vorbeşte în de- 
finiţie, sînt de cite 1 m, aria se exprimă în metri pătrați (m?). 
Dacă latura pătratului este de 100 m, aria se exprimă în 
hectare Dacă latura pătratului este de j km, aria se expri- 
mă în kilometri pătraţi etc. 


78. ARIA DREPTUNGHIULUI 


Să aflăm aria unui dreptunghi. În figura 196 sînt repre- 
zentate un pătrat, considerat drept unitate de măsură a 
ariei, şi un dreptunghi, aria căruia trebuie măsurată. Drept 
unitate de lungime serveşte latura pătratului. 

Vom analiza pentru început -cazul, cînd lungimile a şi b 
ale laturilor dreptunghiului se exprimă prin fracţii zecimale 
finite, iar numărul semnelor zecimale de după virgulă nu de- 
păşeşte n. 

Impărtim laturile pătratului in 10 părți egale şi prin 
punctele de diviziune ducem drepte paralele cu laturile lui. 
In acest caz pătratul se va descompune în 102-102 pătrate 
mici. În figura 196 latura pătratului este împărţită în 
10 părţi egale. Numărul de pătrate mici este egal cu 10.10= 
= 100. 

Aflăm aria unui pătrat mic. Una din proprietățile ariei 
ne permite să afirmăm, că aria pătratului mare este egală. 
cu suma ariilor pătratelor mici. Deoarece aria pătratului 
mare este egală cu unitatea, iar numărul pătratelor mici este 
egal cu 102, aria unui pătrat mic este egală cu m 

Întrucît a re 192 sib: a —b-10^ sint numere în- 

I 10" 

tregi, laturile dreptunghiului pot fi împărţite într-un număr 
întreg de părţi, egale cu T Pe latura a vor fi a-102 părţi, 
iar pe latura b vor fi 20 părți. Prin punctele de divi- 
ziune ale iaturilor ducem drepte paralele cu laturile dreptun- 
ghiului. Atunci dreptunghiul se va împărţi în pătrate mici 
cu latura 

102 

Numărul lor va fi egal cu 6۰10۰۵۰100, Aria dreptunghiu- 
lui este egală cu suma ariilor acestor pătrate mici. Deoarece: 
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中 


S nes i I1" & 
aria pătratului mic este egală cu Jom’ dar numárul lor es 


egal cu ۵۵۰1027, aria dreptunghiului este egală cu ab: 102% 
1 
X 


— ab, 
1027 


Considerăm acum cazul, cînd cel puţin una, din laturile 
a şi b ale dreptunghiului se exprimă printr-o fracfie zeci- 
mală infinită. Notám prin a; si az valorile aproximative prin 
lipsá si prin adaos ale numárului a cu precizie de pînă la n 
semne zecimale. Valorile aproximative ale numărului b cu 
aceeaşi precizie le notăm prin 6; şi ba. Dreptunghiul cu la- 
turile a, şi b, are o arie mai mică decît dreptunghiul dat, 
deoarece el poate fi situat în interiorul acestuia. Dreptun- 
ghiul cu laturile az și b» are o arie mai mare decît dreptun- 
ghiul dat, deoarece acesta poate fi situat în interiorul lui. 
Conform celor demonstrate, aria dreptunghiului cu latu- 
rile a, si b, este egală cu ۵۱0۱ iar aria dreptunghiului cu la- 
turile وه‎ si b; este egală cu a;b;. Aşadar, aria S a dreptun- 
ghiului dat este cuprinsă între aib, si azb2. Deoarece ab. si 
a:b: reprezintă valorile aproximative ale produsului ab cu 
orice precizie dinainte dată, dacă n e destul de mare, S= ab 
Aşadar, aria unui dreptunghi se calculează după jormula 


S=ab. 
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Fig. 197 Fig. 198 


79. ARIILE FIGURILOR SIMPLE 


Să aflăm aria unui paralelogram. Fie ABCD un parale- 
logram dat (îig. 197). Dacă el nu este un dreptunghi, unul 
din unghiurile lui A sau B, este ascuţit. Admitem că un- 
ghiul A este ascuţit (fig. 197). Din vîrful A coborîm per- 
pendiculara AE pe dreapta CD. Aria trapezului ABCE este 
egală cu suma ariilor paralelogramului ABCD şi a triun- 
ghiului ADE. 

Din vîrful B coborîm perpendiculara BF pe dreapta CD. 
Atunci aria trapezului ABCE este egală cu suma ariilor 
dreptunghiului ABFE şi a triunghiului BCF. Triunghiurile 
dreptunghice ADE si BCF sînt egale, si deci, au aril egale. 
De aici rezultă că aria paralelogramului ABCD este egală 
cu aria dreptunghiului ABFE, adică este egală cu AB-BF. 
Segmentul BF se numește înălțimea paralelogramului, co- 
respunzătoare laturilor AB si CD. 

Așadar, aria unui paralelogram este egală cu produsul 
unei laturi prin înălțimea, dusă la această latură. 

Să aflăm aria unui triunghi. Fie ABC un triunghi (fig. 
198). Completăm acest triunghi pînă la paralelogramul 
ABCD (ca în figură). Aria paralelogramului este egală cu 
suma ariilor triunghiurilor ABC şi CDA. Întrucît aceste tri- 
unghiuri sînt egale, aria paralelogramului este egală cu 
aria dublată a triunghiului ABC. Înălțimea paralelogramu- 
lui, corespunzătoare laturii AB, este egală cu înălțimea tri- 
unghului ABC, dusă pe latura AB. 

De aici rezultă că aria unui triunghi este egală cu se- 
miprodusul unei laturi a lui prin înălțimea, dusă pe această 
latură. 
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Problemă (26). Demonstrali că aria triunghiului ABC 
poate fi calculatá cu ajutorul formulei: 

i v — 

S= AD: AC- sin A. 


Rezolvare. 


(fig. 199). Avem: 


În UM ABC ducem înălțimea BD 
= AC: BD. Din triunghiul dreptunghic 
ABD avem BD=AB-sin a, dacă unghiul a este ascuţit (fig. 
199, a) și BD=AB-sin(180%—0), dacă unghiul a este ob- 
tuz (fig. 199, b). Deoarece sin(180°—øg) =sin a, în orice caz 
BD = AB-sin a. Prin urmare, aria triunghiului 


S= Û AC. AB sin A. 


4 


Problemă (33). Deduceţi formula lui Heron* pentro 
aria unui ae xế 
—yp(p—a) (p—b) (p—c), 
unde a, b, c sînt lungimile laturilor triunghiului, iar p este 


semiperimetrul lui. 


Rezolvare. Avem: 


] s 
S= —ab sin y, 
5 45 sin y 


nde y este unghiul opus laturii c in triunghiul dat. Con- 
form teoremei cosinusurilor 
0۶ — a? -- b? —2ab cos y. 


* Heron din Alecsandria — savant din Grecia Antică, care a trăit 


in sec. I e.n. 
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De aici 


a2+b2—c2 


pud: Ami 


Li 


sin?y=l—c0s”y=(I—cos (1 + cos y= 


afp te ( q tbe?) _ 226—221 et 
一 | 2ab ۱ 2ab | 2ab 
2ab--a?--b?—c? __ c?.-(a—b)* (a-b)—ct __ 


2ab 2ab 2ab m 
= ug (a Ded a—by(a-- b-— cya b--o). 
Observind cá (a+b+c)=2p, œ+b—c=92p—2c, a+c—b= 
=2p—2Ù, c—a-- b —2p—2a, obţinem: 


sin  = Z V 2 一 2 一 以 P 一 9 


2 


Aşadar, 
S=- ab sin y = Vp(B—3\ÿ—8)@—9)- 


Să calculăm aria unui trapez. Fie ABCD trapezul dat 
(fig. 200). Diagonala AC împarte trapezul în două triun- 
ghiuri: ABC şi CDA. Prin urmare, aria trapezului este egală 
cu suma ariilor acestor triunghiuri. Aria triunghiului ABC 


este egală cu -AB:CE, aria triunghiului: ACD este egală 


cu p DC-AF. înălțimile CE şi AF ale acestor triunghiuri 
sînt egale cu distanța dintre dreptele paralele AB şi CD, 
Această distanţă se numeşte înălțimea trapezului. 

Prin urmare, aria unui trapez este egală cu produsul se- 
misumei bazelor lui prin înălțime. 

Problemă'(36). Pentru raza R a circumferinței, cir- 


Fig. 200 


c  Scrise unui triunghi, si pentru raza r a circumferinței 


înscrise într-un triunghi, deduceti formulele: 


bc 2S 
RU. ےم‎ 
4S a+b+c 
unde a, b, c sînt laturile triunghiului, iar S — aria lui. 


Rezolvare. Deducem mai întîi formula pentru R. 
După cum stim,. Re سس‎ unde a este unghiul opus latu- 
rii a a triunghiului (problema 11 § 11). 

Inmullind numárátorul si numitorul părții drepte cu bc 
şi observind că T bc sin a= S, obținem: R= ae 

Deducem formula pentru r (fig. 201). Aria triunghiului 


ABC este egală cu suma ariilor triunghiurilor OAB, OBC 
şi OCA: 


1 1 1 
S=—cr + —ar + —br. 
2 2 2 
De aici 


2S 


t = —. 
a+b+e 


80. ARIILE FIGURILOR ASEMENEA 


Fie F, şi F2 două figuri simple asemenea. Să clarificăm, 
cum se raportă ariile acestor figuri. Deoarece figurile sînt 
asemenea, există o transformare de asemănare, prin care 
figura F, trece în figura ۰ 

Impărțim figura F, în triunghiuri: Di Sus dă, oues 
Transformarea de asemănare, care transferă figura F, in 
figura F>, transferă aceste triunghiuri în triunghiurile Aj, 
Az, Ag, ..., în care e împărțită figura Fa. Aria figurii F; 
este egală cu suma ariilor triunghiurilor Aj, A3, ..., iar 
aria figurii F; este egală cu suma ariilor triunghiurilor 

Dacă coeficientul de asemănare este egal cu k, dimen- 
siunile triunghiului A, sînt de & ori mai mari decît dimen- 
siunile respective ale triunghiului A„. In particular, latu- 
rile si înălțimile triunghiului A, sînt de & ori mai mari 
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decît laturile şi înălțimile respective ale triunghiului Aj, 
De aici rezultă că 
S(Az)=#?S(A„): 
Adunind termen cu termen aceste egalitáti, obținem 
S(F-)=RS(F.). 

Coeficientul de asemănare k este egal cu raportul di- 
mensiunilor liniare corespunzătoare ale figurilor F2 si Fi. 
De aceea ariile figurilor asemenea se raportă ca pătratele 
dimensiunilor lor liniare corespunzătoare. 


81. ARIA CERCULUI 


Dacă figura este simplă, adică poate fi împărţită într-un 
număr finit de triunghiuri, aria ei este egală cu suma ariilor 
acestor triunghiuri. Aria unei figuri arbitrare se defineşte 
în felul următor. 

O figură dată are aria S, dacă există figuri simple ce se 
conțin în figura dată si există figuri simple ce conțin această 
figură, ariile cărora diferă de S oricit de puțin. Vom ap- 
lica această definiție pentru a afla aria cercului. 

Se numeşte cerc figura, care constă din toate punctele 
planului, situate de la un punct dat la o distanță nu mai 
mare decît o distanță dată. Acest punct se numește centrul 
cercului, iar distanța dată — raza cercului. Frontiera unuj 
cerc este o circumferință cu acelaşi centru şi aceeaşi rază 
(fig. 202). 

Aria unui cerc este egală cu semiprodusul dintre lungi- 
mea circumferinței, care mărgineşte cercul si raza. 

Demonstrație. Construim două poligoane regulate 
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- 


4 


Laid 


cu n laturi: poligoanele P, — înscris si Ps — circumscris 
cercului dat (fig. 203). Poligoanele P, si P» sînt figuri sim- 
ple. Poligonul P; conţine cercul dat, iar poligonul P, se 
conţine în acest cerc. 

Razele, duse în virfurile poligonului Pi, împart acest 
poligon în n triunghiuri, egale fiecare cu triunghiul AOD. 
De aceea 

S(P.)=nS(A40D). 
Deoarece S(A0D) - AC-OC—AC.-OA cosa, avem S(P1)— 
—(nAC)AO cos a= DE cosa, unde p este perimetrul poli- 


gonului P, R— raza cercului. In mod analog aflăm aria 
poligonului P;: 
S(P5) 2 nS(BOF), 
S(BOF)—AB.AO = 


_ (nAC)O _ PR 
coS a 2 cosa 
Aşadar, poligonul P,, care se conţine în cerc, are aria 


S(Đ)= E COS q, 


S() 


iar poligonul P2, care conţine cercul, are aria 


R 
SiP) =—“——. 
s 2 cos ۵ 
Pentru un n destul de mare perimetrul p diferă oricît 
de puţin de lungimea / a circumferinței, iar cos 0, 3 
oricît de puțin de unitate (deoarece unghiul o este mic). 


det g2 , à A cns / ta 
Rezultă că ariile poligoanelor P, si P diferă de = oricit 


Fig. 204 


de puţin. Conform definiţiei aceasta înseamnă că aria cer- 
cului 


E 
S UI rR?, 
ceea ce trebuia demonstrat. 


Partea cercului, situată în interiorul unui unghi la centru, 
se numeşte sector circular (fig. 204). 
Aria unui sector circular se calculează după formula 


TR? 
Sus NOS. 
360 
unde R este raza cercului, iar a — măsura ín grade a un- 
ghiului la centru respectiv. 


Partea comună a unui cerc şi a unui semiplan se nu- 
mește segment circular (fig. 205). 

Aria unui segment circular, diferit de un semicerc, se 
calculează după formula 


unde a, este măsura în grade a unghiului la centru, care 
conține arcul acestui segment circular, iar S, —aria tri- 
unghiului cu un virf în centrul cercului si cu celelalte în 
extremitățile razelor, ce mărginesc sectorul circular dat. 
Semnul „—“ trebuie luat atunci, cînd œ<180°, iar semnul 
„+“ — atunci, cînd a> 180°. 


INTREBĂRI PENTRU REPETARE 

f. Formulaţi proprietățile ariei. 

2. Demonstrali că aria dreptunghiului cu laturile a şi b 
este egală cu ۰ 

3. Demonstrali că aria unui paralelogram este egală cu 
produsul unei laturi prin înălțimea, dusă la această la: 
tură. 

4. Demonstrali că aria unui triunghi este egală cu semi- 
produsul unei laturi prin înălțimea, dusă la această 
latură. 

5. Demonstraţi cá aria unui trapez este egală cu pradusul 
dintre semisuma bazelor şi înălţime. 

6. Cum se raportă ariile figurilor asemenea? 
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e 
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7 


14. 


15. 


16. 


13 


Deduceti formula ariei cercului. 
După ce formule se calculează ariile sectorului circular 
si segmentului circular? 


EXERCIŢII 


Demonstrali că suma ariilor pătratelor, construite pe 
catetele unui triunghi dreptunghic, este egală cu aria 
pătratului, construit pe ipotenuză. 

Laturile a două loturi de pămînt de formă pătrată sint 
egale cu 100 m şi 150 m. Aflaţi latura unui tot pătrat, 
echivalent cu loturile date. 

Aflaţi aria S a unui pătrat, dacă diagonala lui este a. 
De cite ori aria pătratului, circumscris unei circumfe- 
rinte, este mai mare decît aria pătratului, înscris în 
acecasi circumferință? 

Cum se va schimba aria unui pătrat, dacă fiecare latură 
a lui se va mări de 3 ori? 


. De cite ori trebuie micşorate laturile unui pătrat, peniru 


ca aria lui să se miesoreze de 25 de ori? 

Aria unui dreptunghi este egală cu 144 ۰ Aflaţi Ia- 
turile lui dacă cle se raporlă ca 4 : ۰ 

Cu ce sînt egale laturile unui dreptunghi, dacă peri- 
metrul lui este egal cu 74 dm, iar aria este egală cu 
3 m?? 


„ Laturile unui paralelogram sînt egale respectiv cu la- 


turile unui dreptunghi. Aflaţi unghiul ascuțit al para- 
lelogramului, dacă aria lui este egală cu o jumătate din 
aria dreptunghiului. 

Un pătrat şi un romb au perimetrele egale. Care din 
aceste îiguri are o arie mai mare? Argumenta{i ráspun- 
sul. 

Aflaţi aria unui romb, dacă înălțimea lui este egală cu 
10 cm, iar unghiul ascuţit are 30. 

Aflaţi aria rombului, dacă înălțimea lui este egală cu 
12 cm, iar diagonala mai mică — cu 13 cm. 

Demonstrati cá aria unui romb este egală cu semipro- 
dusul diagonalelor. 

Aflaţi latura rombului, dacă se ştie că diagonalele lui 
se raporta ca 1:2, iar aria rombului este egală cu 
12 cm?. 

Demonstrati afirmaţia: dacă diagonalele unui patrula- 
ter convex sînt perpendiculare, aria lui este egală cu 
semiprodusul diagonalelor. 

împărțiți triunghiul dat în trei părți echivalente prin 
drepte, care trec prin acelaşi virf. 
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22. 
23. 


24. 
25. 
26. 


33. 


34. 
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. Rezolvaţi problema precedentă, înlocuind triunghiul cu 


un paralelogram. 


. Cu ce este egală aria unui triunghi isoscel, dacă baza 


lui este egală cu 120 m, iar latura laterală — cu 100 m? 


. Aflaţi aria unui triunghi dreptunghic isoscel cu ipote- 


nuza a. 


. Într-un triunghi cu laturile de 8 cm şi 4 cm sînt duse 


înălțimi la aceste laturi. Înălțimea, dusă la latura de 
8 cm, este egală cu 3 cm. Cu ce este egală înălțimea, 
dusă la latura de 4 cm? 


. Demonstrati că laturile unui triunghi sînt invers pro- 


portionale cu înălțimea lui, adică: 

E A. 

ha hy he 

Aflaţi aria triunghiului echilateral cu latura. a. 
Aflaţi aria triunghiului regulat, înscris într-un cerc de 
rază R. 
Aflaţi aria unui triunghi dreptunghic, dacă înălțimea 
lui împarte ipotenuza în segmente de 32 cm şi 18 cm. 
Aflaţi catetele unui triunghi dreptunghic, dacă jpote- 
nuza lui este egală cu 73 cm, iar aria — cu 1320 cm?. 
Demonstraţi că aria triunghiului ABC poate fi calcula- 
tă cu ajutorul formulei: 


.9 一 n AB. AC sin A: 


. In triunghiul ABC AC=a, BC=b. Pentru ce valoare a 


unghiului C aria triunghiului va fi cea mai mare? 
Aflaţi aria triunghiului isoscel, la care laturile laterale 


sînt egale cu 1 m, iar unghiul între ele este egal cu 70°. 


. Aflaţi aria paralelogramului, dacă laturile lui sînt egale 


cu 2 m şi 3 m, iar unul din unghiuri este egal cu 70. 


. Aflaţi aria triunghiului, dacă o latură a lui este a, iar 


unghiurile alăturate ei sînt egale cu a şi f. 


. Demonstrati că aria unui paralelogram este egală cu 


semiprodusul diagonalelor prin sinusul unghiului din- 
tre ele. 


. Demonstraţi că din toate paralelogramele cu diagona- 


fele date aria cea mai mare o are ۰ 
Deduceţi formula lui Heron pentru aria unui triunghi: 


S=V p(p—ah(p—6p—c), 


unde a, b, c sînt lungimile laturilor triunghiului, iar 
p — semiperimetrul lui. ۱ ۱ 
Aflaţi aria triunghiului, dacă sînt date cele trei laturi: 


4) 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


44. 


45. 


: : 95 30 ca 
1) 13, 14, 15; 2) 5, 5, 6; 3) 17, 65, 80; 4) mI 6; 5) 15, 
2 aloga 335 18% 
3 13 12 75 


. Aflaţi înălțimea cea mai mică a triunghiului cu laturile: 


1) 13, 14, 15; 2) 5,5,6; 3) 17, 65, 80 
şi cea mai mare înălţime a triunghiului cu laturile: 


2 39 aoi yE 471-600 s s 1,8, 


8۱9 R 13 I3" 12 75 


Pentru raza R a circumferinței, circumscrise unui tri- 
unghi, şi raza r a circumferinței, înscrise într-un tri- 
unghi, deduce{i următoarele formule: 

abc 2S 

R = E ————— 

4S ۵2-1 4 6 
unde a, b, c'sînt laturile triunghiului, iar S — aria lui. 
Aflaţi raza R a circumferinței circumscrise si raza r a 
circumferinței înscrise pentru triunghiul cu laturile de: 
1) 13, 14, 15; 2) 15, 15, 4; 3) 35, 29, 8; 4) 4, 5, T. 
Latura lateralá a unui triunghi isoscel este egalá cu 
6 cm, înălțimea — cu 4 cm. Aflaţi raza circumferinței 
circumscrise. 
Demonstraţi cá raza circumferinței, înscrise într-un tri- 
unghi dreptunghic, este egală cu semidiferen‡a dintre 
suma catetelor şi ipotenuză. 
Catetele unui triunghi dreptunghic sînt egale cu 40 cm 
si 42 cm. Aflaţi razele cireumierinlelor circumscrisá şi 
înscrisă. ' 
Aflaţi aria trapezului, la care laturile paralele sînt de 
60 cm şi 20 cm, iar cele neparalele — de 13 em şi 37 cm. 
Într-un trapez isoscel baza mare este egală cu 44 m, 
latura laterală cu 17 m şi diagonala cu 39 m. Aflaţi 
aria trapezului. 
Aflaţi aria cercului, dacă lungimea circumferinței es- 
te l. 
Aflaţi aria inelului circular ۰ 
206), cuprins între două circum- 
ferinte cu unul şi acelaşi centru 
si cu razele de: 
1) 4 cm şi 6 cm; 2) 55 m şi 
6,5 m; 3) a ṣi b (a>b). 
De cîte ori se va mări aria unui 
cerc, dacă diametrul! lui se măreş- 
te: 1) de 2 ori; 2) de 5 ori; 3) de 
m ori? 


1 Aflaţi raportul dintre aria unui cerc şi aria: 1) pătra- 
tului înscris; 2) triunghiului regulat înscris; 3) hexago- 
nului regulat înscris în acest cerc. 

Aflaţi raportul dintre aria cercului înscris într-un tri- 
unghi regulat, si aria cercului, circumscris acestui tri- 
unghi. 

i Aflaţi raportul dintre aria cercului, circumscris unui 
pătrat, şi aria cercului, înscris în acest pătrat. 

„ Aflaţi aria unui sector de cerc de rază R, dacă unghiul 
la centru, care corespunde acestui sector este egal cu: 
1) 40°; 2) 90°; 3) 150°; 4) 240°; 5) 300°; 6) 3307. 

„ Este dată o circumferință de rază R. Aflaţi aria secto- 
rului corespunzător arcului cu lungimea: 1) R; 2) ۰ 


Aflaţi aria segmentului circular cu baza ay3 şi înălţi- 
mea — . 

2 
۸۱۱۵۱: 2 părţii cercului, situată în exteriorul: 1) pătra- 
tului înscris; 2) triunghiului regulat înscris; 3) hexa- 


gonului regulat înscris în acest cerc. Raza cercului este , 


egală cu R. 


45 RĂSPUNSURI SI. INDICAȚII LA. EXERCIŢII , 


§ 1. 


7. Cel mult un punct. 10. 1), 4), 6) Intersectează; 2), 3), 5) nu 
intersectează. 11. 6 segmente. 14. 1) 6 cm; 2) 7,7 dm; 3) 18,1 m. 
17. 1), 2) Nu aparţine, 3) aparține. 18. 1), 2) Nu poate. 19. Nu pot. 
20. Nu pot. 21. Nu pot. 22. 0,5 m sau 59 m. 23. Segmentul AB. 
24. Nu poate. 25. 1) AC—9 m; BC—6 m; 2) AC—10 m, BC—5 m; 
3) AC—BC—7,5 m; 4) AC—6 m, BC=9 m. 27. 1) 110; 2) 119; 
3) 179, 28. 2) Nu poate. 29. Unghiul (ab) e mai mare. 30. 1) Z (ac) — 
— 45°, Z(bc) 155 9) Z(ac) =40, Z(be)=30%, 3) (ac) — Z- (bc 
=30°, 4) Z(ac)—24*; ⁄(bc)=36. 33. Nu existá,. 34. Un punct. 
36. 1) 12 m; 2) 2,4 cm. 38. II cm. 39. 1009. 41. PQ—5 cm, .QR— 
=6 cm, PR—7 cm. 42. ZA=40%, ZB=60, ZC-—80*. 44. In AABC: 
AB —5 cm, BC=6 cm, AC=7 cm. 46. Nu se poate. 47. Nu poate. 


§ 2. 


1. 150°, 135°, 120°, 90°. 2. 1), 2) Nu pot; 3) pot să fie. 4. 1) 105 
gi 75%, 2) 110° gi 70; 3) 45° şi 135°. 5. 1) 72° si 108; 2) 54 si 
126%; 3) 55? și 125%; 4) 88° si 927. 6. 150%, 150%, 309. 7. 130%, 9. 144” 
şi 36% 10. 65° şi 115°. 11. 06 unghiurile sînt drepte. 14. 1) 20; 
2) 60°; 3) 90°. 15. Z (ab) = 120, Z (aic) —1505; Z.(bc)=300. 17. 1) 1107; 
2) 175%; 3) 170%, 18. 1) 15% 2) 26°; 3) 86°. 19. 1) 120°; 2) 1507; 3) 178". 
21. Indicafie. Folosiţi rezultatul problemei 20 şi teorema 2.3. 
22. 1) 155* 2) 135%; 3) 105. 28. 2) Indicafie. Uniţi punctele A 
si C printr-un segment si aplicaţi afirmaţia problemei 23, 4. 


S 3. 


10. 0,3 m. 11. 35 m. 12.1) 3,2 m, 62 m, 62 m; 2) 7,2 m, 42 m, 
42 m. 21. Indicaţie. Aplicaţi proprietatea medianei într-un triunghi 
isoscel. 25. 15 m. 26. 15 m. 29. Indicaţie. Aplicaţi afirmaţia proble- 
mei 28. 38. Indicalie. Prelungiţi medianele cu lungimea lor. 40. In- 
dicafie. Prelungiji medianele cu lungimea lor. 
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§4. 


2. Unghiurile ABC, si AC,B, şi unghiurile BBIC, şi CCIB, sînt 
interne de aceeași parte a sccantei, iar unghiurile ABC, şi CC,B; si un- 
ghiurile BBC, şi AC,B, sint alterne interne. 8. 105? si 75. 9. 75°. 
10. Trei unghiuri au cîte 72? fiecare si patru unghiuri au cîte 108* 
fiecare. 11. Nu poate. 13. 90°. 14. 1) 100%; 2) 65% 3) 35% 4) 35? 
15. 1) 30, 60°, 90%; 2) 40^, 60°, 80%; 3) 45°, 60°, 75°; 4) 48°, 60°, 72 
5) 50, 60, 70°. 16. Nu pots. 17. Nu poate. 18. 1) 100* 2) 70% 
3) 36”. 19. 1) SOP; 2) 30*; 3) 75° 20. 40%, 40° 21. 70? si 40? sau 
585? sị 597% 99. i 80^, 80^, 20%; 2) 707, 707, 40^; 3) Două unghiuri sint 


|t 


egale cu 1200— < a şi un unghi este egal cu ,وگ‎ 24. 1) 105% 
3 


3 
2) 180" 一 一 (o 十 站 ; 3) 155 4) 90+. 
şi 90. 27. 110%, 29. 1) 20%; 2) 65%; 3) a. 30. Unghiurile AABD: ZA=a, 
ZD-90, ZB-90'—a, unghiurile ACBD: ZD=90, Z B—a-4-8—90*, 
Z.C — 180" —a— f. 32. 60%, 33. LD => ۳ d den La C, LDBE= Z B4- 
+ s(⁄4+2©). 34. 140%, 10° 36. 90% 45°, 45*. 37. /D=90, ZB= 


—60*; ZA=30?. 38. 150°. 39. 90°. 


S5. 

. Indicatie. pem reli pe semidreaptă un segment egal cu raza. 
2. Tue problema 1. 5. 602. 6. 120%. 7. Nu poate. 9. 30°. 10. 60? si 120°.. 
11. 70 cm, 10 cm. 12. Nu pot. 13. 1) Nu pot; 2) nu pot. 25. Indi- 
calie. Începeţi cu construcţia unui triunghi echilateral. 27. Indi- 
cafie. In triunghiul căutat prelungiji mediana cu lungimea ei. 32. In- 
đicatie, Incepe(i cu construcția înălțiinii. 36. Vezi problema 42 $ 4. 
37. Vezi problema 36. 45. Indicatie. Centrul circumferinței căutate 
se află pe biscctoarea unghiului. 46. 10 cm. 47. 5 cm. 50. Vezi proble- 
ma 49. 52. a sau 180°—a. 53. 50°, 54. Indicalie. 1) Punctul dat, 
punctul de tangenţă si centrul circumferinței sînt virfurile unui tri- 
unghi dreptunghic. 2) Reduceli rezolvarea problemei la problema pre- 
cedentă, construind o circumferință auxiliară concentrică cu una din 
cele dale si cu raza egală cu suma sau diferența razelor circumierințe- 
lor date. 59. Indicaţie. Aplicali xni unghiurilor inscrise in 
circumferință. 


§ 6. 


3. Trei, 4. 10 m. 5. 3 cm. 7. BC—4D-—4,8 m. 8. 40%, 140%, 140°. 
9. 115? si 65. 10. Nu pol. 11. 605, 60”, 120°, 129”. 12. 1) 40%, 40%, 140%, 
1407: 2) SỨ, 502, 130”, 130% 3) 60, 80%, 100, 1002. 13, 1) 55%, 55% 
125^, 195,2), (359, 952, 49% 145%; 3) 20%, 20°, 160°, 160%. 16. BE= 
=9 cm, CE=6 cm. Indicaţie. Demonstrali cà triunghiul ABE 
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25. 110%, 35%. 26. GU". 30” 


- 


este isoscel cu baza AE. 17. 0,6 m şi 0,8 m. 18. AB—BD-—1,1 m; AD= 
=0,8 m. 23. 60 cm. 24. 10 cm si 18 cm. 25. 12 cm, 20 cm. 26. 12 cm. 
27. 10 cm şi 25 cm sau 7,5 cm și 18,75 cm. 30. 80° si 100%. 32. 60° şi 
120%, 35. 4 m. 37. 2 m. 38. 2 m. 39. 4 m, 8 m. 40. 1 m. 4۸, 10 cm. 
42. 4 cm, 5 cm, 6 cm. 43. 6 cm. 44. 6 cm, 5 cm, 5 cm. 48. ۵ m, 6 m. 
49. a+b. 52. 3 m, 4 m. 54. 70? si 110°. 55. 1,7 m. 56. 24 cm, 36 cm. 
57. 60? si 120°. 58. 15 m. 59. 3 cm. 61. 4 m, 6 m. 62. 2,2 m. 63. 9 cm 
sĩ 5 cm, 64. a. 65. indicație. Construiţi mai întîi un triunghi, două 
laturi ale căruia sinl egale cu laturile laterale ale (rapezului, iar a 
treia este egală cu diferența bazelor. 66. Indica[ie. Cosslruifi mai 
intii un triunghi, loud laturi ale căruia sint egale cu diagonatele 
trapezului, iar a treia — cu suma bazelor lui. 


§ 7. 


3. 5 m sau y7 m. 4. l) 5 cm; 2) 17 cm; 3) 6,5 m. 5. 109 cm, 
95 . 20 « ( TN. 
6. Tom 7. Nu poate. 8. mo SA, 9. I) 15 cm, 20 cm; 2) 60m, 80 m. 
2 3 3 i 
11: Indicatie. Segmentul căutat este înălțimea unui triunghi dreptun- 
ghic, piciorul căreia imparte ipotenuza în segmente egale cu a şi ۰ 


si | تسس‎ ` "I 
12. ۷116 mz 10,8 m. 13. platii. 14. 32 cm, 60 em, 15 cm, Ta 


18. 24 cm. 19. 36 cm, 54 cm. 20. 25 cm sau 11 cm. 22. 1) 24 cm; 2) 24 cm. 


168 ! p I ^ 
23. 12 cm. LI,2 cm, em. 24. 13,44 cm. 25. 2) Nu pot. 26. 10 cm, 


169 10 : 
6 cn. 27. — ME 28. R— ۳ cm, — cm. 29. 909 — a. 
2ÿ +a : ` 


2 33. 1) sin 16° = 0,2756* 


a 
G cOS a, a Sin:a. 30. 90°—a, ——, — —. 
ig æ Sina 


cos 16°—=0,9613; 2) sin 24236'—0,4163, cos 24*36'—0,9092; 3) sin 70*32'— 
—0,9428, cos 70932/—0,3333; 4) sin 88949'—0,9998, cos 88949'—0,0206 - 
34. 1) x—1*; 2) x=30°6'; 3) x : : 4793; 4) x = 86*9'. 35. 1) tg 10% = 
=0,1763; 2) tg 40%40==0,8591; 3) ig 50930 = 1,213; 4) tg 70°15“=2,785, 
36. 1) x—17953; 2) x—387/; 3) x—80946'; 4) x = 83*50', 37. 31925“ 
31925”: 117010”; 23,8 cm. 38. 34010 şi 55950“. 39. 51°. 40. 116*16' şi 


a 
630447. 41. 29°52’ şi 15028. 42. 12 m, 45014. 43. 60?10 44. yt 


45.1) a) 5; 306527: 5308: b) 41; 12*41*; کم‎ c) 29; 43036; 46°24; 
d) 61; 10923; 79587, 2) a) 12; 22°07; 67°23’; b) 24; 16°16; 739445 
€) 15; 2824; 61°56’; d) 13; 81°12’; 8°48’. 3) a) 705; 0,68; 1,88; b) 39°40; 
3,08; 2,55; c) 19°24'; 7,55; 2,66; d) 13°39’; 15,55; 3,78. 4) a) 59°33; 5,92; 
5,10; b) 49012; 7,65; 5,79; c) 29?25'; 8,04; 3,95; d) 22». 9,71; 3,64. 
46. 1) cos; 2) sino; 3) 2; 4) sina; 5) 1: 6) sin3; 7) 1: 8 sina; 
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۱ 12 12 
9) 1+igfa 47 1) sina = —, tg a = رت‎ 2) sina = = tg a = 2. 
13 5 17? ESSE at 
4 4 3 
3):sin a—0,8, tg a = —. 48 1) cos a = —, E ۷ mm Ø) 0092 = 
3 5 4 " Au 
9 40 4 a Vip 
adr ig a Ea 3) cosa = 0,6, iga m 50 25 si. ام‎ 
a = 2 el 
چ گس‎ R=—. 52; 2 A ` ⁄ — 1) = 7 
27 v3 9.cm. 53.(1⁄3 — 1)m = 0,732m, —m y 


2 
x 0,517 m. 54. 600 si 120». 55. 60%. 60% 120% 120% 
66. 1), 6) a; 2, 3) 4), 5) B. 57. ĐC, 58. — A. 59. 3m. 


62. Nu poate. 63. 2 m. 67. Punctul de intersecţie a segmentelor AB şi 
CD. 68..Nu pot. 71. R—d, Rd. Indicaţie. Aplicaţi inegalitatea 
triunghiului. 72. d--R, d—R. Indicalie. Aplicali inegalitatea tri- 
unghiului. 73. Nu pot. 74. Nu pot. 75. Indicaţie. Comparaţi distanța 
dintre centrele circumferinfelor si razele lor. 76. Nu pot. 


5 8. 


3. 2. 4. 3. 5. (2, 0). 6. (0, 3). 7. O dreaptă paralelă cu axa y. 
8. Două drepte: x—3 şi x——3. 10. Pe semiaxa pozilivă. 11. 4; 3. 
12. 5. 13. x —2. 14. x ——2. 15. Dreapta care conţine bisecloarele cadra- 
nelor I si 111, 16. Dreapia care conţine bisectoarele cadranelor II şi IV. 
18. (0, —2). 19. (1, 1). 20. (3, 3). 23. 1) 2; 2) 4. 25. AB—5, AC—10, 
BC-—5. 26. Punctul B. 28. (3, 3) si (15, 15). 29. (3, 4), (—4, 3), (0, 5). 
30. (5, 12) si(5, —12); (5, —12) si (—5, —12). 31. x?-- (y—3)? — 13. 
32. (x-4-4)?--(y—3)? —25. 34. Vezi problema 33. 35. 1), 3), 4) Nu 
poale; 2) poate. 36. (—2, 0) sau (4, 0). 37. (7, 0) si (1, 0). 38. (2, 2) 
şi (—2, —2). 39. (x—1)?--(y—2)? —4. 40. (x-F3)?*4- (y—4)? — 25. 43. x4- 
+y=2. 44. 1) (—3, 0), (0; —1,5); 2) (4, 0), (0, 3), 3) (—2, 0) 
X0, 3); 4) (2,5; 0), (0, —5). 45. (—1, 1); (3, —2) 46. 1) (1^ 2) 
2) (2, 4); 3) (0,5; —2). 48. 1) x+y=5, 2) 3410-۵2 3) x+6y= 


1 c 
=—l3. 49, a— mu 50. —3. 51. -Ey2. 52. Indicaţie  Aflali 
punctul de intersecție a două drepte şi verificaţi dacă el aparţine celei 
/3 1 
de-a treia drepte, 54. y=3. 56. sin meer, cos 120" 一 一 了 lg 120* — 
aš 1 1 
=—1⁄3; sin 135° = ور‎ cos 135°= "y? tg 1352—— 1 sin 1509 = 
1 V3 1 
= ,سب‎ cos l50°=— ——, tg 1509———7—. 57. S 160° = 0,3420; 
2 9 5 g lo y3 in 


cos 1409— —0,7660; tg 1309 — 1,192. 58. 1) sin 409—0,6428; cos 40^ = 
—0,7660; tg 40°=0,8391; 2) sin 14*36' = 0,2521, cos 14°36 = 0,9677; 
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emet eG E 4 RR 


ig 14°36:=—0,2605; 3) sin. 70*20'—0,9417 cos 70920'— 0,3365; tg 70920۱ 
=9,798; 4) sin 30916/—0,5040 cos 30?16'—0,8637; tg 30°16'=0,5836; 
5) sin 1309—0,7660; cos 130°=— 0,6428; tg130°— 1 192; 6) sin.150930'— 
= 0,4994; cos 150930'— —0,8704; 1g 150930= 0,5658; 59. 2 


sau 168128 ø,>134°96“; ag #158912’. 60. 1) sin a= GIAN با‎ a=2 VF 


2) sin a= ER tg a= — V3; 3) sina = 2m tự a = 1; 4) sin a = 

ELO ig a = T" 61. 1) cos a—0,8, tg. a = CM 2) cos a = 一 
2 y3 ži 4" 

一 a, 18 a = 一 二: 3) cos a=— -7 ig a == ] sau COS à = 

Med 5 12 

fa ig a=1. 62. sin a= 18" 6۵5 à es — sa, 


12. 1) Nu; 2) nu. 15. Nu poate. 20. Un segment. 21. O dreaplă. 
22. O mulţime infinită. Pe o dreaptă paralelă cu cele date si egal de- 
părtată de ele. 23. Trei. 25. Două. 2670 mulţime infinită. 29. 1) In- 
dicalie. Folosiţi transformarea de simetrie în raport: cu punctul dat, 
2) Indicatie. Folosiţi simetria în raport cu dreapta b. 35. O cir- 
cumferință. Indicalie. Folosiţi omotetia- în raport cu extremitatea 
comună a coardelor, 38, In dicajie. Folosiţi omotetia în raport cu 
vîrful triunghiului opus laturii date. 39, 0,8 m; 1 m, 1,2 m. 40. 10 m, 
25 m, 20 m. 42. 13,6 cm. 43. AC=4 m, B,C,—14 m. 44. AC—24 cm; 
4,C,—18 cm, B,C,—15 cm. 46. 15 cm, 20 cm, 25 cm. 47. 21 cm, 


49. ah 50. A,C,—1,2 m; AC=3 m. 51. 1) Nu sînt asemenea; 
a+h 
2) sînt asemenea. 52. 1) Sint asemenea; 2) nu sînt asemenea. 53. 1) Sînî 


asemenea; 2) nu sînt asemenea. 55.75 56. 4 cm, 57, € 58. 1) 14 cm; 


n 

2) 6 dm. 59. Indicaţie. Pe o lalurá a unui unghi depuneji-de la 
vîrful lui segmentele a si b, iar pe cealaltă — segmentul c. Duceli 
prin extremitatea segmentului a o dreaptă paralelă cu dreapta care 
trece prin extremităţile segmentelor b si c. 60. Sint asemenea. 61. 1) Da; 
2) da; 3) nu, 62. 1 m, 2 m, 2,5 m. 63. 6,5 m, 5,5 m. 64. 22 42 m. 
66. bc 67. m:n. 68. n: m. 69. AC—18 m. Indicaţie. Triunghiuri» 

b+c 
le ACD şi CBA sînt asemenea, 70. m:n. 71. 15 cm, 18 cm. 72. 4,5 cm, 


73. elka, 77, 925,8 km (vezi problema 76). 78, «82,4 km (vezi 


problema 76). 
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S 10. 


1. (1, —1), (2 —1), (l, 1). 2. 1) a=b=2; 2) a——3, b=®8; 
3) a—b-—1. 4. 1) Nu există; 2) există. 7. Semidrepte la fel orientale: 
AB si DC, BC si AD, CD si BA, DA si CB. Semidrepte opus orientate: 
AB si CD, BC si DA, DC si BA, AD si CB. 8. Vectorii AB, AC si BC 
sînt la fel orienta[i, vectorii BA si oricare din vectorii AB, AC, BC 
sînt opus orientali. 11. Vezi problema 10, 14. m=z+l2. 15, fT, 
17. D825); 2) CT, D; 3) (1. 0; 4) (3, 25 5) (1. 5). 18. 1) (, T) 
2) (—5, 3); 3) (1, [, =Ù); 4) (—L 1); 5) (—1; —2). 20. 1) 5; 2) 10; 3)13 
91. 1) 13; 2) 10; 3) 17. 24. 1) 5 (6, 8); 2) ñ(—6, —8). 25. 1) (—6, —8) 
2) (9, 7); 3) (12, 7). 26. 1) 10; 2) 13; 3) 15. 27. 1) 15; 2) 39; 3) 30 


1 5 —— 
28. 1) + Ex 2) 4-1; 3) x >, 30. Vectorii a si c sint la fel orientaţi, 
9 
vectorii b şi d sint opus orienta{i [a] — |d], |b[= fol; 32. n=2, 


33  Vectorii unitari sînt: a; c, d; vectorii a şi d sînt coliniari, 


34. (0,6; 0,8). 37. (2, —3). 38. A=—5, u=4. 40. 90. 41. „3. 


42, 30°, 43. cos 4 一 0.6; cos B—0; cos C=0,8. 44. Z4=30°, ZB=60, 


8 1 ng a, ức 
—90", 46 m 一 一 本 =— AR suc اا‎ 
⁄C=90'. 46. n—— ^ 48. 入 2" .1) OX— RE 
S lí 


x^ LR RUNE 
2. 3 ۷ 63482-202 6۵5 a. 3. 1۵۵4۵24 2ab cos a. 6. 13 m sat 


Mai 5. đã. 3 زا‎ a mes 
513~38,0 1. 7. 一 ;| — ——. 8. ma = —— W2? + c?) — 02, mp ze 
y 1513238 Ii cs ma = و"‎ V 2 ) 6 


se. i سس‎ 
= L V 9062 4+ 62( -02, m, = E 1⁄2(c?+03)—c?. 9. Indicaţie. Folo- 


AC sing 
sin(a +8) 
15. x= LO UN 16. Segmentul AD e mai mare. 18. Latura AB 
sin (a—8) 
e cea mai mare, latura BC e cea mai mică, 19. Unghiul B e cel 
mai mare, unghiul C e cel mai mic. 20. Latura laterală e mai matê. 
28. Latura AB se măreşte. 


siti problema 8. 12. Nu poate, 13. Nu poate. 14. AB= 


27. 1) a=105%, 02259 cx 3,66; 
9( 0 5 45, 17,93, ca 14,64; 
3) ơ=20”, bx 65,18, c zz 88,82; 
4) yz 119*, a zz 16,69, € 72 24,83; 
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+ Nnm ue y 


bz 11,22. 


c= 10,58; 


5) ۷-8, 
28. 1) 02/1, 
2) az 1172", 
3) Bz 5 
4) 8 ن2‎ 01, 
5) ơ16”20/, 
6) م2‎ 0 
29. 1) c~8,69, 
2) cz 19,63, 


€ 7: 28,02; 


a£ 19,92; 


3) cz 22,30, 

4) Nu are solujic. 

5) cze11,40 ， 841949, y zz 1082117; 

sau Cx 2,406, a zz 138^11^, yz 11/49, 
30. 1) 0227 ) cz 4609347, #10429”; 

2) g^~53°935, ۰ ۰ 2, vA 113775 

3) 3493”, B zz 44%957, 101939”; 

4) aux 38*38", y 22489397; 

;*47154*2 و8211 ,48 /<0 )5 

6) a2 135735, pa 1530, ۷ بح‎ 
§ 12. 


2. سوه‎ R,—R;—d. 6. Nu poate, 8.—-n(n-3). 10. 36%, 72% 


108°, 144°. 11. 1) 8; 2) 12. 1) IO laturi; 2) 15 laturi. 13. Indicaţie. 
Acest poligon cu n laturi are toate laturile egale şi ioate unghiurile 
egale. 14. Indicalie. Acest poligon cu n laturi are toate laturile 
egale si toate unghiurile egale. 18. indicație. Exprimaţi ambele 


| 
| 
= 
۱ 
| 
سیر‎ 
=. 
N 


raze prin latura triunghiului, 19. a= li icalie. Aflaţi mat 
v 

inlii raza circumferinței. 20. 2ÿ6 dm. 21. 2y2 cm. 22. 3 cm. 24. In- 

dicaţie. Folosiţi teorema cosinusurilor. 25. Indicajic. Mai întii 

cu ajutorul problemei 73 § 9 aflaji latura poligonului cu 10 laturi, 


apoi după teorema cosinusurilor — latura Ra cu 5 laturi. 


y R2 — 5 2 


5f. 


V TARE 4 ; pa 

30.Indicalie, Inscrieli mai întîi un hexagon regulat. 31. 1 ndi- 
cajie. Circumscrie(i mai intii un pătrat. 32. 1) 62,8 m; 2) 942 m. 
33. 6,28 mm. 34. 223,06. In dicafic. Folosiţi rezultatul problemei 23, 
35. 223,11. Indicaţie, Folosiţi rezultatul problemei 24. 36. 226366,2 km, 


RVG R R 

37. 6,3 cm. 38. 1) 32) —:Ø) «s Indice‡te, Centrele 
9 
“+ 


۷ li? 5 
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cercurfior sint virfurile unui poligon regulat cu n laturi. 39. 1) R(34- 
T2Y3); 2) R(1l--y2); 3). R. Indicaţie. Centrele cercurilor sînt 
virfurile unui poligon regulat cu n laturi. 40. 22351,9 m/min. 41. 1) 300? 
şi 60%; 2) 230? gi 1307, 3) 190? și 1702, 42. 1) 120; 2) 90%; 3) 72% 
4) 60°; 5) 240%; 6) 270°. 43. 31". 44, 1) 0,79 m; 2) 20,52 m; 


3) 42,09 m; 4) «0,80 m; 5) 106 m; 6) 42,68 m. 45. 1) `: 

2) — T Indicafie. După coardă şi unghiul 1 t 
2172 373 i $ ghiul la centru 
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tt 


1: 93Y3, 
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respectiv aflați raza circumferinței. 46. ELSA 2) 
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Z, 3) = 


Indicatie. Aflaţi mai întîi raza circumferinței. 47. s: 2) n 3 


$ 13. 


1. Indicafie. Aplicaţi teorema lui Pitagora. 2. 180 m. 3. S= 

a d. 
uat" 
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2 
. 4. De două ori. 5. Aria se va mări de .9 ori. 6. De 5 ori. 
m, 18 m. 8. 12 dm, 25 dm. 9. 30°, 10. Pătratul. 111 200 cm2. 


7. 


12. 202,8 cm*. 14. VIS cm. 18. 4800 m?, 19. 2۰ 20. 6 cm, 22, 22Y 3 
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3R2V3 
23. T pe 600 cm2. 25. 55 cm, 48 cm. 27. 20-90, 28, 220,47 m*. 


a? sina sing 


29. 5,64 m?. 30. s sints 2p 7 ndicafie. Folosiţi afirmaţia proble- 


A 52 
mei 26, 34. 1) 84; 2) 12; 3) 288; 4) 10; 5) 13 6) 1,4. 35. 1) 11,2: 2) 4; 
5040 97 65 65 
3 7,2; 4 4,8; 5 z : 6 ] —. é = 一 一 =4' T near —1,5 
) ) $us 915;9 R= 4; 2) R= «5 
145 7 35 Vẽ 
3) R—=——,£=——;4 = — یم‎ : mU TT + 98, 4,5 
) 6 RE y98 36; r 5 1,2. 38.45 cm. 


2 
40. R—29 cm, r= 12 cm. 41. 480 cm. 42. 540 m?. 43. =, 44. 1) 207 0۴: 


2) 12r m?; 3) n(a? 一 b?). 45. 1) De 4 ori; 2) de 25 ori; 3) de m? orl. 


x 4r 2r 1 xR? zR? 

46. 1) سس )3 ;.—— )2 س‎ 1ï. —-. 48. 2. 49. — 2 a 
9. D) 3 373: ETE 4ï. ——. 48. 2. 49 D) 97 
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8 1. Proprietăţile fundamentale ale celor mai simple figuri geometrice 


§ 2. 


§3. 


§ 4. 


Cuprinsul 


CLASA 7 


PLANIMETRIA 


Punctul şi dreapta 


Proprietățile fundamentale de apartenenţă a punctelor si 


dreptelor . 


lor pe dreaptă si pe plan چ‎ 3 
Semidreapta: 


„ Proprietăţile fundamentale de măsurare a segmentelor $i a 


unghiurilor 


6. Proprietăţile fundamentale de depunere a "segmentelor si 


KHI HUEHGE ep oco اه ار‎ cola A e 
7. Existența unui triunghi, egal cu triunghiul dat 
8. Proprietatea fundamentală a dreptelor paralele 
9. Axiome, teoreme şi demonstrații WI 2 
Intrebári pentru repetare `... 
Exerciţii n : WU FIDE NE ET 


Unghiuri 


10. Unghiuri megiese own. Ro. de xố) d 
11, Unghiuri opuse la vîrî . . e e SẼ 
12. Drepte perpendiculare E. x uA. rs 
13. Demonstraţie prin reducere la absurd. 
14. Unghiuri depuse inlr-un semiplan 

Intrebări pentru repetare : 

Ezere xo 2 e w 2 9 


Criteriile de egalitate a triunghiurilor 


15. Criteriul întîi de egalitate a triunghiurilor 
16. Criteriul al doilea de egalitate a triunghiurilor 
17. Triunghiul isoscel é 2 NRER DT 
18. Mediana, bisectoarea si înălțimea triunghiului 
19. Criteriul al treilea de egalitate a triunghiurilor 
Intrebári pentru repetare Ra "HA ÎS dut QC 
Exercilii è 

Suma unghiurilor unui triunghi 


20. Criteriile de paralelism al dreptelor 
21. Suma unghiurilor unui triunghi 
22, Triunghiul dreptunghic . 


23. Existența şi unicitatea perpendicularei pe o ‘dreaptă 


Intrebări pentru repetare 
Exerciţii 


1 
2 
3. Proprietăţile fundamentale de amplasare reciprocă a puncte- 
4 
5 


§ 5. Construcţii geometrice 


33. 


Intrebări 
Ex 


. Cireumferin{a 
„Ce înseamnă 
. Construcţia 
. Construcția unui unghi egal cu unghiul dat 


9. Metoda 


construc tie 
laturile date 


problemä de 
unui triunghi cu 


Construcţia bisectoarei unui unghi 


. Împărțirea unui segment în jumătate 
. Construcţia 


unei drepte perpendiculare 
Locul geometric al punctelor 

locurilor geometrice 

Unghiuri înscrise în circumferință 
pentru repetare 

citii 
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$ 6. Patrulatere 


34. 
35. 
36. 
37. 


38. 


Intrebári pentru re petare 
Exerciţii "nidi 


Definiția patrulaterului 
Paralelogramul 
Drepiunghiul. 
Teorema lui 
Trapezul 


Rombul. Pătratul, 


Tales 


§ 7. Teorema lui Pitagora 


§ 8. 


20 
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39. Cosinusul unui unghi 2 Wis 
40. Teorema lui Pitagora 
4۱, Relaţiile dintre laturi şi unghiuri într-un triunghi drept- 
unghic 
49. Cum se utilizează tablele sinusurilor, cosinusurilor sĩ tan- 
emeli SE QW. e aa n a Bula ۶" © 
43. Ideniităţile trigonometrice fundamentale PA n2. 
44. Valorile sinusului, cosinusului si tangentei unor unghiuri. 
45. Variația sina, cosa, tgo la creşterea unghiului . . 
46. Inegalitatea triunghiului Wo Na af et EU NN 
Intrebári pentru repetare 
Exerciţii 3 , s" uw hs E 
Coordonate carteziene pe plan 
47. Introducerea coordonatelor pe plan . . . œ . . 
48. Coordonatele mijlocului unui segment و‎ . a > و‎ 
49. Distanța dintre puncte » o SN O e i» ci 
S0, ECUAliA circumierinței » e e e e e e e 4 e 
5۱, Ecuația dreptei . ede DE ắc” 
52. Amplasarea unei drepte în raport cu un sistem de coor- 
donate . . " s o o 
53. Intersecţia unei drepte cu o circumferință 2 له برد‎ 
54. Definiția sinusului, cosinusului si tangentei pentru orice 
unghi de la 0° la 18% , 2 SA E UẾN us 
Intrebări pentru“ repetare o a . s- و‎ . a 
Exerciţii e Je € e ۰ a 


§ 9. Transtormárile figurilor 


55. Exemple de 
56. Mişcarea r 
57. Proprietățile m işcării 

58. Egalitatea figurilor y 


transformări 


59. Transformarea de asemănare si proprietăţile ci 


60. Asemănarea figurilor 
Intrebări peniru repetare 
Exerciţii : v IO. cứ 
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$ 10. Vectori pe plan 


61. Translalia si proprietăţile ei 


62. Notiune de vector 


۱ ۵ 0 


o 


ale figurilor 


+ 


63. Valoarea absolută şi direcţia vectorului 


64. Coordonatele vectorului 
65. Adunarea vectorilor 


66. înmulţirea vectorului cu un număr 
67. Produsul scalar al vectorilor 


Intrebări pentru repetare  . 
Exerciţii : ; 2 op و‎ 


§ ۰ 


68. Teorema cosinusurilor ۰ 
69. Teorema  sinusurilor : 
70. Rezolvarea triunghiurilor 
Intrebări pentru repetare . 
Exerciţii A : 1 5Š 


Rezolvarea triunghiurilor 


§ 12. Poligoane 


Ti: Lidia [fühià . y le و‎ 
72. Poligoane convexe " 
73. Poligoane regulate . . 


74. Asemánarea poligoanelor convexe 


75. Lungimea circumferinfei 
76. Un 
Intrebări 
Exerciţii 


pentru repetar 


§ 13. Ariile figurilor 


77. Notiune de arie "DEC 
78. Aria dreptunghiului S 
79. Ariile figurilor simple — . 


80. Ariile figurilor asemenea 
81. Aria cercului + و و‎ o 
Intrebări pentru repetare — . 
Exerciţii . É به‎ 
Răspunsuri si indicaţii 
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۰ 
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>. o o و‎ 


iii 


۰ Li 
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e e cs E 50 se 
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ghi la centru şi are de circumferință 
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e ® o 3 4 ea d 9‏ و 
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123 
126 
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170 
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173 
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197 
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Date despre starea manualului 
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3 5 
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RELAȚIILE INTR-UN TRIUNGHI ARBITRAR n 
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a 
5 
f 
G 
S= Labsin 
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S 1 
S= Vp (p — a) (p — b) (p — c), unde p — (@ +b 4c) 


sina — sinB _ sinš | 


ALFABETUL LATIN FOLOSIT IN MATEMATICĂ 


30 Bo Genom ime die wim 
(TEOREMA SINUSURILOR) E ha f 35 Än 
Bb 8â be Oo Qo 
a? = b? + c? - 2bc cose p ec z d Po 
(TEOREMA COSINUSURILOR) : ba Dd A tự 0 
Ee Ee e Rr Rr 
Fí F ef Ss 55 
Gg 93 ge | MU TÉ 
(FORMULA LUI HERON) ^ Hh i s uu 
: Ji i vv Vv 
J 7 ji ww Ww 
b Kk KE ca Xx Xx 
م‎ EU AN w H 
Mm Mm em Zz Az 
a UNELE LITERE ALE ALFABETULUI GREC 
IW T 
۱ 1 ماهلا‎ ou 8 Y că À 
۱ ۱ Denurmirite alfa beta gama delta lambda 
b 
EST ECL oe LEN EM 
 Denumirite pi ro tau fi pai 


DENUMIRI- 
LE LITE- 
RELOR 


en 


chiu 


miu 


